GUIA CALCULO INTEGRAL CECyT No. 10 “CVM”

CALCULO INTEGRAL

COMPETENCIA GENERAL

Resuelve problemas con integrales de una variable real, mediante el teorema
fundamental del célculo y los métodos de integracion, en su entorno
académico, social y global.

UNIDAD No.1 INTEGRAL INDEFINIDA

COMPETENCIA PARTICULAR No. 1

Resuelve integrales indefinidas, mediante el concepto de la antiderivada y
transformaciones algebraicas (cambio de variable, potencias trigonométricas),
en su entorno académico.

» Concepto de Diferencial

FORMULAS DE DIFERENCIALES

Ddc=0 15)dCsc(u) = —Csc(u)Cot(u) du dx
2)dx =dx » ds =ds - dr = dr 16)dCtg(u) = —Csc?(u)du dx
3)deu = cdudx 17)dArcSen(u) = dx
1—u?
Hdu+v+w)=(dw+dv+ du)dx —du
18)dArcSen(u) = dx
Jdresen(w) = =z
= d
5)duv = (udv + vdu)dx 19)dArcTan(u) = u dx
1+u
6)d —dx = (vdu_udv) 20)dAreCtg(u) = — 2L g
) —dx = 3 X )dArc g(u)—1+u2x
n _ n-1 d
7)du™ = nu™ dudx 21)dSec(u) = u
uvu? — 1
du —du
8)dvVu = (—)dx 22)dSec(u) = ————
v = (5= JdSec(u) = ———
9dc—< du)d 23)din(w) = 2 d
)u_ ¢ z)ex )n(u)—u x
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u du
10)d— = (—) dx
c c

log (e)d
24)dlog(u) = @dx

11)dSen(u) = Cos(u) du dx

25)da* = a%In (a)dudxIn

12)dCos(u) = —Sen(u) du dx

26)de* = e*dudx

13)dTan(u) = Sec?(u)du dx

27)du’ = vu’"tdu + In (w)u’dvdx

14)dSec(u) = Sec(u)Tan(u) du dx

Obtener las diferenciales de las siguientes funciones

Soluciones

1)y =3x3 + 12x? — 8x

dy = (9x% + 24x — 8)dx

) _ 3x%?—4x Jy = 6x% — 24x + 16 4
)y 2x — 4 y= (2x — 4)? x
3)y = V6x + 2

2
dy = | ——|d
Y <3/(6x+2)2> ¥

4) y = Sen(4x? + 9x)

dy = Cos(4x? + 9x)(8x + 9)dx

2x—3>

5y = Tan
)Y an x+1

6) y = ArcCos (x i 5)

5
@y = <(x - swm) dx

7)y =+/3x% — 2x

4 ( 3x—1 )d
=|—=|dx
Y V3x2 — 2x

8y = (2x? — x)3

& = [
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9)y:x—4 [(x—4)2]dx

10)y =1In (\/ 3x2% + Zx) dy = <—3x +1 )dx

3x% + 2x

> Integrales por formulario

FORMULAS DE INTEGRACION
1) [dx=x+C
2) [cudu=cfudu+cC
3) [u+v+w)dx=[udx+ [vdx+ [wdx+C

4 fu"du=£du+€ 5)[ 2 = Inju| + €
n+1 u
6) fa“du=;:l—a+C 7) [e*du=¢e"+C
8) [senudu= —cosu+C 9)f cosudu = senu + C
11) [ sec’*udu =tanu + C 12)[ csc*udu = —ctgu + C
13) [ secutanudu = secu+ C 14) [ cscu cotudu = — cscu + C
15) [ tanudu = In|secu| + C 16) [ cotudu = In|senu| + C
16) [ secudu = In(secu + tanu) + C 18)[ cscudu = In(cscu — cotu) + C
du 1 u
17) fm = Earctan; +C
du__ 1, |u-a
18) J‘uz—az o 2al u+a +C
du 1 a+u
19) [ =]+ c

20) f\/d—L = arcsen; +C

21) f\/m ln(u+ uzia2>+C

2
22) [Va*—u? du=3\/a2—u2+a7arcsen§+c

2
2
23) | uziazduzg uziazi%ln(u+ uzia2)+C
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Il. Realiza las siguientes integrales algebraicas con el uso de formulario

Soluciones
3 8
1) [ x5dx 5x5 53/x8
8 8
2) [(3x® + 4x? — 8x + 9)dx 3x* x® P
=—+————4+9%+C
4 3 2
dx 1
3 - —
)5 =-csTt C
4) [(=3Vx — = + 7 5)dx _ 10‘/— _3 i
o 2Xx
x3-4x2%48 x? 8
5)f x2 dx =7—4x—;+C
6 —35+3)d 1 15Vx*
) f( )dx -+ +3x+C
X 4
7) [(Gx — 5)%dx x* x® x’
=27——135—+225——125x+ C
4 3 2
_ (Bx—5)*
= —+C
8) [(2x* — 6)3dx 8x7 72x°
) J( ) =~ 72x" —216x +C
9) [(2x? — 6)3xdx (2x* —6)*
=16 '€
10) [ 3/ (a + bx)2dx 3(a + bx)g
~— & ¢

11) [ —Z—
(3x-7)

1

23 7§C
= (zx‘ ) +

12) [ (z5— £ - #°) dx

6

X
=6vx? —6Vx == +C

5 5
13)) = dx —
)f x3 = _ﬁ +C
14) fgdx = 8In|x| + C
3x?
15)f 2x+1 :T—ZX‘FC
16) [(4x + 2)dx (4x + 2)?
S —
17) [ Sen35xCos5xdx _ Sen*5x
20
3 — 72
18)fW _ \/(9966 2% o
19) [ e3*(1 — e3*)2dx 1 —e3%)3
) [ e™(1- ™) O
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20) [ csc?xV5 + cotxdx (5 + cotx)3 c
= _2 > +
8x+15 X
(x—2)dx 3 1
22) [—/— = =—(x?—-4x)3+C
(x2—4x) 2
=2yx3+4+C
3d 1
24) [ =g lnlx* +2]+C
2d 1
25) [ 15— = 5n3x® — 8| +C
COoSX 1
29 fsenz ~ et ¢
2x 2x 1
27) [ e**sen(e®*)dx = — > cos (e2*) + C
—x%2-3x+5 x3
28) [ LT gy = —3x% + 27x — 130Inlx + 5| + ¢
29) [ tan56x * sec?6x)dx tan®6x
36
7 _ _
30) fmd _ Véx 432x 1
1 1
=§ln|x3 —-2|+C=mn(x3-2)3+C

Il. Integrales exponenciales

Soluciones
32) [ e>*dx _ leSx iy,
5
4x 3
33) [ 3e =Ze4x+C
34) fz 3x+2d 283x+2
= C
3
x £
35)fe3dx =3e3+C
5x— 3 5x-3
36) [e
- +C
5
37) fecoszx sen2xdx __ ecos2x +C
2
1
38 _
)7 W =-xtC
39) [ 5% dx _ 5=
= 2ms ¢
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40) [(2x3 — x)exLx2 dx

=— 1+C
41)f83x :_W-I_C
2x— 3 82x—3
a]s = 3mgean ¢
T 1
ex? ex?
43) [ d S

4x-5
a4) [ dx

1
E(ezx +5e %)+ C

Integrales de funciones trigonométricas

Soluciones
45) [ sen 7xdx __cosTx
_ 7
46) [ 5x%sec?(9x3 + 3)dx _ 5tan(9x® +3) T
_ 27
47) [ 4x3 sec3x* tan 3x* dx sec 3x* 1

3 +C_3cos3x4+C

48) [ —2x tan2x?dx

1
= ElnlcostZI +C

49) [ x cot(3 — 5x2) dx

__ = .2
1Olnlsen(S 5x9)|+C

50) f%sen 3xdx —_ c0553x

51) f—cscx/xTcot\/dex = —2cscVx —3+¢C
52) [ —8x sen 3x%dx _ 4cos 3x?

53) [ —2csc?2x dx = cot?Zx +C

54) [ 3x?%cos(7x® —5)dx

1
= 7sen(7x3 -5 +C

55) [(csc3x — cot3x)%dx

2
=3 (csc3x —cot3x) —x+ C

56) [(4x — csc? x)dx

=2x’4cotx+C

57) f coS3x dx

1+sen3x

1
= §ln|sen 3x|+C

58) [ e**sen(e**)dx _ cose™ T
= 46
cot 6x
59 ) fsen26x = - 6
(x-5)dx sen (x? — 10x
60) fsec (x2-10x) = ( 5 ) +C
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61) fsec Sx In|tan5x]|
tanSx = T
V. Integrales que contienen expresiones de la forma
Soluciones
) [+ L e tan ¥
=—arctan——rC
7x%2+5 V35 N
63 J dx —1l <5+2x>+c
) | 5=ae 20" \5—2x

x—5
64 f—dx
) V4x2 +9

= (4x? +9)%+§ln|2x+\/4x2 +9| +c

65 f dx 3x—

N ETZT: "axval "
X 1 x?

66) ]25+x4dx :Earctan?+C

67 fx3+3x+7d S il -1+ 1 |+
) x2—1 T Temix 2 M1l T
68 dx _ —1l 2x—3+C
)f4x2—9 12 2x + 3
69f dx T il I
) x2—6x+5 I PP
70f dx =] x_2|+c
) x2 +5x — 14 _9nx+7
71)f dt =ln|2t+1+2\/t2+t+1|+(]
VEZrt+1

2x — 3 9 2x — 3

72) | ¥3x —x?dx =( ) 3x—x2+§arcsen< 3 )+C
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UNIDAD No.2 METODOS DE INTEGRACION

COMPETENCIA PARTICULAR No. 2

Resuelve integrales empleando los métodos de integracion (por partes,
sustitucion trigonométrica, fracciones parciales), en su entorno académico.

> Por Partes

FORMULA J udv = uv — J vdu

Se aplica en los siguientes productos de funciones:
a) algebraicas por trigonométricas
b) algebraicas por exponenciales
C) exponenciales por trigonométricas
d) logaritmicas
e) logaritmicas por algebraicas
f) trigonométricas inversas
g) trigonométricas inversas por algebraicas

Soluciones
1
1) f arc tandxdx = x arc tan 4x — gln(16x2 +1)+C
3x 3x
2) fxe3xdx Xl ¢ Lc
3 9 *
2
3) J ¥ cos3x dx _ X"sen 3x N 2x cos 3x 3 2 sen 3x
3 9 27
2 2
4) fxlnxdx =xln|x|_x_+C
2 4
1
5) farctanx dx =xarctanx—zln(x2+1)+C
3 3
6) | 3xsen 2xdx =—§xc052x+zsen2x+C

—_ 2 —
7) szcosx dx =x“senx+2xcosx—2senx+C

3 3
8) flenx dx =xln|x|_x_+C
3 9
X =-3 X gseniic
9) stengdx = xCOS3 sen3
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10) fxcsczx dx

= —xcotx + In|senx|+ C

11) f e?* sen 2x dx

2x

= T(sen 2x —cos 2x) + C

12) fSln 2x?% dx

=5(x In2x? - 2x) + C

13) f arc sen 5x dx

14) f(xz + 6x)cos 2x dx

V1 — 25x2
=xarcsen5x+T+C
(x? + 6x)sen 2x (2x + 6)cos 2x  sen 2x
= + +
2 4 4
+C

15) jx3lnfdx
4

x*In|lx|] x* In2+ Inx*

4 16 2

16) j 4xe?*dx

=2X€2x—82x+C

17) Jx3ex dx =

= x3eX — 3x%e* + 6xe* — 6e* + C

6 eX(x® —3x2+6x—6)+C

18) szcosélx dx =

x?sen4x X cos4x sen4dx

2 g 32

19) fxz In(5x) dx =

X3

= —In|5x| 13+C
—21’1X9X

20) ] tarcsec2tdt =

t? arcsec 2t 412 — 1
=— 2 g *¢

21) jsec3(3x) dx =

sec3xtan3x In|sec3x + tan3x|
6 + 6
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» Potencias Trigonométricas

FORMULARIO DE IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

sen’x + cos’x =1 sen’x = 1 — cos’x

cos’x =1 — sen’x

5 _1 1 ) 5 _1+1 )
senx—2 2cos X cos x—2 2cos X
1 cos2x =1 — 2 sen’x

senx cosx = Esean

sen2x = 2senxcosx

tan’x + 1 = sec®x tan’x = sec’x — 1

1 + cot?x = csc?x cot?x = csc?x —1

Resuelve las siguientes integrales:

Soluciones
1

22) f sen34x cos 4x dx e sen*4x + C

3 1 3 1
23) | sen”5x dx —0Ss°5x —=cos5x + C

15 5

5 2 3 1 s

24) | cos®>ydy seny—gsen y+§sen y+C

1 1
25) fsen3 4xcos®4x dx ——c0s® 4x + —cos®4x + C

24 32

1 1
26) ftan35x dx —tan?5x + =In|cos5x| + C

10 5
27) j cot’ bxda cot*6x N cot?6x N 1l Isenéx| + C
o T ¢ Inlsen6x
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1 1
28 49xd - — —cot3
)fcsc x dx 9cot‘)x 27cot 9% + C
29 f 4Zxd 3t 2x+1t 32x+C
)sec3x 5 tan—+otan” -
30) ftan3 5x sec35xdx iseCSSx—isec35x+C
25 15
5 1 s _2_ 3
31) | tan® xsecx dx ESeC x—gsec x+secx +C
x x 5 2x
32) | sen? = dx — ——sen—
)f c 5 ST +C
33) Jcos4 9x dx 3 + ! 18x + ! 36x + C
g X T3¢ 5en 18x + ooz sen36x

» Sustitucion Trigonométrica
Sustitucién trigopnométrica

CASO CAMBIO TRIANGULO
Jaz —uz u=asend
su diferencial a u
du =acos6do
transformacion: °
\/W:acosG Vaz —u?
CASO CAMBIO TRIANGULO
Juz +a? o+a? +u? u = atané
su diderencial Jut + a? u
du = a sec?0 df
transformacion: ®
\/m = asecH 2
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CASO CAMBIO TRIANGULO
[uz — a2 u =asect
su diderencial u
u2_a2
du = asecftan 6 do
transformacioén: 3]
Ju? —a? =atanf a
Soluciones
34)f xdx _ =—Ja-x2+cC
V4 — x?
x° (x2 — 16)Vx? — 16
35 J—dx = = 1 2_1
N 25 16K - 164G
3 1
36)f X dx= = o x3X2+9- 62 +9+C
x*+9 3
37)J [9 — x2dx _9arcsen§+x\/9—x2+C
B 2
1 O — %2
38)f—dx= - _ 25 X+C
x2V25 — x? 25x
dx 1 |Wx2+8-+8
39) | ——== =—In—|+C
xVx? +8 V8 X
40)f X __a ! C
—dx = [ +
(x% + 4)% 3(x2 +4)Vx% + 4
1 1
41) j\/1—4x2dx= =Zarcsen(2x)+§x\/1—4x2+c
dx 281
42 f—z _ X -9
) xZVx% — 81 81x +C
dx x+2)3 X+ 2
4'3) J 5 = = ( ) + +C
(5 — 4x — x2)2 243,/(5 — 4x — x2)3  81V5 — 4x — x?
V49 — x2 V49 — x? X
44)[de= =—T—arcsen;+c
45)fd—x: _1 +\/9X2+4+C
V9x2 + 4 3 nx X
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FRACCIONES PARCIALES

Factor Fraccion que se forma
—- Lineal ax + b A
ax+b
- Lineal que se repite (ax + b)" A 4 B bt M
a;x + by (ayx + by)? (ax + b)n1
LN
(apx + bp)"
' BASONN | Cuadratico ax? + bx + ¢ Ax + B
ax? +bx+c
' BASGIN | Cuadratico que se repite Ax + B Cx+D
2 + 2 2
a;x? +bix+c;  (a,x? + byx +cy)
(ax? + bx + )™ N Mx 4+ N
e e T b T T
Soluciones
x+5 (x — 1)?
46 = A
)jx2+x— ln‘x_l_2 +C
x3 + x x3®  x?
47)] =?+7+2x—2n|x+1|+C
4)J‘(X—lS)dx _ 4x2+9| 1 2x c
4%3 + 9x =in +garctan?+
x2—7x+4 =x?>—-5x—Inlx—1|+c
49) J dx
50 . tanz + C
)fz4+z2 =- arctanz
x4 2x—1 , T
51 d x*(2x — 1)10
)f2x3+3x2—2xx =In|—————|+¢C
(x + 2)10
(x3 + 3x)dx 1 )
R i =-1 1] - C
>2) (x%2+1)? 2 nlx® + 11 x2+1+
s5) [ 2 T e
) v o™ T x-3 " 3Mx=3
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2

c4 fx4—2x2+4x+1d _x, o |x— |+C
) Box—x+1 R U P
e (x5 +9x3 + 9x%2 — 9)dx —X3+18 o x(x —3)3 ic
) x3 —9x 3 X (x + 3)23
2x2—x+4 _ > 1 X
56)_[ T A dx —ln|x\/x +4|—§arctan(§)+c
57) 2y +y%+ 2y + 2)dy =In|ly?+2|+arctany + C
y*+3y2+2
5811_)6-'_29(2_}63 —n| ad —arctanx—;+6‘
) x(x2 +1)2 VxZ +1 2(x*+1)
59f 2x dx = arctanx + ——+C
) (x2 + 1) (x + 1)2 S e T
(x5 +9x3 — 9x% — 9)dx x3 5 .
60)] T % =?—ln|x(x +9*+C

UNIDAD No. 3 INTEGRAL DEFINIDA

COMPETENCIA PARTICULAR No. 3

académico, social y global.

Resuelve problemas de la integral definida (area bajo la curva,...) en su entorno

» Integral Definida

El Teorema Fundamental del Calculo establece que el problema de calcular el area
bajo la curva determinada por f(x) en el intervalo x € [a, b] se reduce a calcular la
diferencia de la funcién F(x) en los puntos extremos del intervalo.

b
Integral definida f f(x)dx = F(x)|2 = F(b) — F(a)

Donde a = limite inferior y b = limite superior
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Soluciones
5 203
1)f (x? — 3x + 3)dx =T=33.83
-2
3 =20
Z)f (x +4)dx
-1
4 88
3)f (Vx + 3x)dx =3 =293
0
4 =7.912
4)J. Vx + 2dx
0
1 9
5)f (2 —x—x*)dx =5 =45
-2

6
12) f 36 — x2dx
0

8 11
6)[ 2dx = 2In (—) — 2.598
0o X+3 3
2 =e?+1=28.389
7)] xe*dx
0
3 =0.1398
B)L sen 2xdx
5
T
o) B dx =3 =1.047
0o V4 —x2
6 dx 8
10 S — =In (—) =0.470
)L x2 —3x + 2 5
5(7x — 11)dx = 6.068
11) | 50—
3 X*—3x+2
=9 = 28.274
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> Areabajo la curva

El area limitada por la curva y = f(x) continua en [a, b],el eje X y las rectas x = a,x =
b es:

b b
Area = f f(x)dx = f y dx
a a

El &rea limitada por la curva y = f(y) continua en [c,d],el eje Y y las rectasy = ¢,y =
d es:

) d d
Area = f fdy = f x dy
c c

Soluciones
13) Hallar el area limitada por la curva A =30u?
f(x) =2x—3,elejexylasrectasx =2 yx =7
14) Calcula el 4rea bajo la curvay = x* + 2x + 3 A =36u?
limitadapo el eje x ylasrectas x = =3 yx =3
15) Determina el area limitada por la funcion A=9u?
f(x) =4—x%elejexylasrectasx = —1,x = 2
16) Calcula el 4rea bajo la curva y? = x A= 18u?
limitada po el eje yylasrectasx = =3 yx =3
17) Calcula el 4rea bajo la curva f(x) = x>+ 8 4= 225 2
limitadapo el eje x y lasrectas x = =2 yx =3 +
18) Calcula el area que forma la curva A = 55.425u?
f(x) =x*—6x—3conelejex
19) Determina el area limitada por la funcion A=7u?
4—-6x—7y=0,elejexylasrectasy = -4,y =3
20) Calcula el area de la curva A=4u?
f(x) = 6x? — x3 limitada por el eje de las abscisas

Academia de Matemiticas Profras. Claudia Pavano Rodriguez y Norma Gutiérrez Rodriguez



GUIA CALCULO INTEGRAL CECyT No. 10 “CVM”

> Area entre curvas
Si tenemos 2 funciones f(x) y g(x) las cuales son continuasy f(x) = g(x)

A= fac(f (x) —g(x))dx Si tomamos una franja representativa vertical

)

Soluciones
21) Obtener el area limitada A= 12u?
por las siguientes curvas
y2=6x y x?=6y
22) Hallar el area limitada por A= 9u?
las curvas: y? = 4x,2x —y = 4
23) Hallar el area _ 125 2
comprendida entre la curva y = 6
9—x?ylacurvay =x + 3.
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24) Obtén el area limitada 4= 8 ,
entre las curvas y = 4x — x?, -3
y=x*

25) Encuentra el area A= 9u?

limitada por las curvas
y2—4x—6y+1=0,
y=2x+3

26) Hallar el area A= 1237 u?
comprendida entre la curva
x?+y?=18ylacurvax? =
6y — 9.

27) Obtener el area limitada A= 249.75 u?
por las siguientes curvas
y=x34+3x%2—-24x+5

y=5-—6x

28) Hallar el area A=36u?
comprendida entre la curva y =
5—6x—x%ylacurvay = —2x.

29) Calcula el area limitada 1
por las funciones 6
gx)=x*+2 yf(x)=1-xy
entre lasrectasx =0 y

x=1
30) Obtén el area limitada A= £5 2
por lar curvas y2 = 4x vy 24
4x+y—-6=0
31)Hallar el area de la region Ao S5,
limitada por las curvas BEV RS
y=x'-xy

y=x%+x
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GUIA CALCULO INTEGRAL CECyT No. 10 “CVM”

» Volumen de so6lidos de revolucioén

"

Cuando el eje de rotacion es el eje “x

El volumen del solido de revolucion generado al girar el area bajo la curva f(x) en el
intervalo [a, b]se obtiene empleando la siguiente férmula:

b
Ven f [F 0 dx

Cuando el eje de rotacion es el eje "y

iy 0

Si el area gira en torno del eje “y” se usa la formula:

d
V=n j FOI2 dy

Soluciones

32)f(x) =+Vx entrex=1,x=3y y=0 V_51T 3

_711

33) y=v9—x? entrex=0y x=3 V=18mnu’

34) =f(x) =x>+1 entrex=0 yx=2 =gu3
7

35)x =+/y3 entrey=4y y=0 V = 64nu’
2 384

36) x=y3 entrey=8y y=0 = 7T[u3

37)x=+4—y? entrey=0 y y=2 V=ﬂu3
3
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