
Innovación Educativa, ISSN: 1665-2673 vol. 20, número 82 | enero-abril, 2020 |

Los argumentos de estudiantes universitarios 
en la solución de problemas sobre ecuaciones 
diferenciales ordinarias (EDO)

Jonathan Cervantes-Barraza1

Joan Sebastián Ordoñez-Cuastumal2

Armando Morales-Carballo1

1 Universidad Autónoma de Guerrero 
2 Universidad Autónoma de Occidente en Cali, Colombia

Resumen
Presentamos un estudio sobre los argumentos que los estudiantes 
construyen en el contexto de las ecuaciones diferenciales ordinarias 
(EDO) en el nivel universitario. Esta investigación nació de la nece-
sidad de dotar de significado los problemas sobre las EDO, en razón 
de que numerosas investigaciones indican la desconexión entre los 
procedimientos algebraico-numéricos y las representaciones gráficas 
que realizan los estudiantes. La investigación tiene como objetivo 
evidenciar los tipos de argumentos que potencian la conexión del 
enfoque algebraico-numérico con el gráfico. Para ello, diseñamos y 
desarrollamos un experimento de enseñanza con estudiantes uni-
versitarios en el curso de ecuaciones diferenciales y reconstruimos 
los argumentos junto con los razonamientos emergentes en la solu-
ción de problemas sobre las EDO con la ayuda de la propuesta me-
todológica de Conner. Como parte de los resultados, identificamos 
que los argumentos de tipo abductivo y deductivo permiten a los  
estudiantes relacionar los procedimientos analíticos con lo gráfi- 
co, es decir, dotan de significado a las expresiones algebraicas en 
términos de representaciones gráficas. 

University students’ arguments in solving ordinary 
differential equations

Abstract
We present a study about the construction of students’ arguments 
in the context of ordinary differential equations (ODE) at university 
level. This research stems from the need of giving meaning to ODE 
problems, because numerous researches indicate there is discon-
nection in algebraic-numeric procedures with graphical representa-
tions made by students. The research objective is to show the kind 
of arguments that boost the connection of algebraic-numeric with 
graphical. To do so, we designed and developed a teaching experi-
ment with university students in the course of differential equations, 
and we reconstructed the arguments at the same time with emerged 
reasonings in the solution of ODE problems based on Conner’s meth-
odological proposal. As part of our findings, we identified that the 
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abductive and deductive arguments allow students to relate ana-
lytic procedures with graphic, that is, to give meaning to algebraic  
expressions in terms of graphical representations.

Introducción

En el marco de la educación matemática se ha registrado un 
incremento de investigaciones en todos los niveles escolares 
que abordan el estudio del razonamiento matemático y los 

tipos de argumentos. Con respecto a las investigaciones sobre ar-
gumentación, Krummheuer (2013) reconoce que los estudiantes 
en los primeros años de la educación primaria establecen argu-
mentos de tipo narrativo y diagramático. Zacharos, Pournantzi, 
Moutsios-Rentzos y Shiakalli (2016) reportan que los argumentos 
de los estudiantes de primaria contienen la estructura de los argu-
mentos inductivos. Van Ness y Maher (2018) y Cervantes-Barraza 
y Cabañas-Sánchez (2018) documentan que los contraargumentos 
(refutaciones) en clase de matemáticas emergen como producto 
de presentar argumentos que carecen de garantías o de soporte. 
Por su parte, Lin (2018) reconoce que la calidad de los argumen-
tos de los estudiantes depende de la validez y la completitud de 
sus componentes, así como de las formas de refutar garantías, 
conclusiones y refutaciones falsas (elementos de un argumento). 
En ambientes de exploración/interacción con software dinámico, 
Lavy (2006) identificó cuatro tipos de argumentos emergentes: 
básicos, compuestos, elaborados y generales, presentados como 
específicos que pueden servir como conocimiento base para esta-
blecer pruebas matemáticas. Por su parte, Schnell (2014) muestra 
que los estudiantes de secundaria presentan argumentos basados 
en conexiones entre la teoría matemática (propiedades, reglas 
matemáticas) y los datos generados por softwares. Son pocas las 
investigaciones que reportan los tipos de argumentos que se dan 
en el contexto de la matemática universitaria; sin embargo, en el 
contexto de problemas sobre geometría del espacio, Molina, Font 
y Pino-Fan (2019) describen los procesos de argumentación des-
de la construcción de argumentos abductivos o analógicos que 
evidencian la dinamización de objetos matemáticos sobre propo-
siciones, conceptos y procedimientos. 

En cuanto a los estudios sobre ecuaciones diferenciales en 
el nivel universitario, se ha reportado desde un enfoque socio-
cultural (Stephan y Rasmussen, 2002). Estos autores abordan el 
estudio desde la resolución colectiva y el análisis de las prácti-
cas matemáticas para evidenciar cómo desde la práctica social 
emergen situaciones de instrucción por parte del profesor que 
conducen a los estudiantes en la solución de ecuaciones dife- 
renciales ordinarias. Se reconoce que las técnicas analíticas para 
encontrar soluciones de ecuaciones diferenciales han sido durante  
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mucho tiempo el pilar del curso introductorio tradicional, y que 
la gran mayoría de las ecuaciones diferenciales no se pueden re-
solver con tales métodos. Sin embargo, los métodos numéricos 
involucran gráficas para determinar la solución de las ecuaciones 
diferenciales. Esto en razón de que los métodos numéricos son 
fáciles de emplear con la ayuda de tecnología, permiten analizar 
la expresión de las ecuaciones diferenciales, generan información 
sobre soluciones mediante la visualización y proporcionan solu-
ciones fiables (Rasmussen, 2001). Por su parte, Rodríguez (2016) 
en su investigación involucró la modelación matemática y algunas 
aplicaciones de ecuaciones diferenciales en circuitos rc. Además, 
señala que el papel de la tecnología cumple la función de apoyar 
el proceso de modelación matemática en contextos mecánicos, 
eléctricos, hidráulicos y de naturaleza social cuando se abordan 
ecuaciones diferenciales. En un ambiente de geometría dinámica, 
Suarez, Jaimes y Chávez (2016) proponen problemas de mezclas 
y modelos de ecuaciones de primer orden, y reconocen que a los 
estudiantes se les dificulta transitar o cambiar de registros de re-
presentación: algebraico, gráfico, al lenguaje natural. 

Es factible encontrar investigaciones que relacionan la ense-
ñanza y el aprendizaje de las matemáticas en la educación supe-
rior. Entre ellas, se encuentran las relacionadas con las ecuaciones 
diferenciales (Rodríguez y Quiroz, 2016; Contreras y Escobar, 
2012; Dullius, Araujo y Veit, 2011; Nápoles Valdés, González Tho-
mas, Brundo, Genes y Basabilbaso, 2004). En estos estudios se 
hace énfasis en que los estudiantes involucren los tres enfoques 
para aprender las ecuaciones diferenciales ordinarias: lo algebrai-
co, numérico y gráfico. En este contexto, se reporta un enfoque 
predominante en la solución de las ecuaciones diferenciales or-
dinarias, el algebraico-numérico (lo analítico). Sin embargo, los 
estándares dictados por organizaciones nacionales e internacio-
nales señalan que el aprendizaje de procedimientos analíticos no 
es suficiente para alcanzar la formación integral de los futuros 
profesionistas (Rodríguez y Quiroz, 2016, p. 101). En línea con 
lo anterior, Nápoles Valdés, González Thomas, Brundo, Genes, y 
Basabilbaso (2004) advierten sobre el predominio avasallador de 
los procedimientos algorítmico-algebraicos en el discurso mate-
mático de nivel superior y lo señalan como un problema de téc-
nicas y recetas de aprendizaje donde el enfoque de la enseñanza 
conduce al estudiante a implementar algoritmos algebraicos sin 
contexto y carentes de significado sobre los procesos de aproxi-
maciones lineales (enfoque gráfico).

Como producto de la revisión de la literatura, se reconocen 
varios aspectos fundamentales respecto al proceso de enseñanza-
aprendizaje de las EDO: 1) las investigaciones en educación ma-
temática deben preocuparse por estudiar el pensamiento de los 
estudiantes mientras desarrollan ecuaciones diferenciales, ya que 
esto permite recolectar información base para mejorar el proceso 
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de enseñanza (Rasmussen, 2001); 2) se reconoce la desconexión 
entre los enfoques analítico-gráficos al resolver problemas sobre 
ecuaciones diferenciales ordinarias, 3) los argumentos que cons-
truyen los estudiantes son el medio propicio para identificar razo-
namientos matemáticos y proporcionan un primer acercamiento a 
la conexión entre los enfoques analítico y gráfico. 

En función de la problemática planteada, este artículo tie-
ne como objetivo principal identificar los tipos de argumentos 
que potencian la conexión entre los enfoques analítico y gráfico 
en el contexto de los problemas sobre ecuaciones diferenciales 
ordinarias, en particular, de problemas sobre familias de curvas 
ortogonales. En línea con este objetivo, el estudio aborda como 
pregunta de investigación: ¿qué argumentos potencian la cone-
xión entre los enfoques analítico y gráfico en la determinación de 
familias de curvas ortogonales? Para dar respuesta a la pregunta, 
se implementó la propuesta teórico-metodológica para recons-
truir los tipos de argumentos de los estudiantes y sus razona-
mientos (Conner, Singletary, Smith, Wagner y Francisco, 2014).

Referentes conceptuales

Argumentación matemática 

Existen diferentes posturas sobre el concepto de “argumentación” 
asociadas a contextos académicos (derecho, ciencias sociales, fi-
losofía y matemáticas, entre otras). Un autor referente en esta in-
vestigación es Stephen Toulmin. En su obra, Una introducción al 
razonamiento, Toulmin define la argumentación como “la activi-
dad completa de hacer aserciones, desafiarlas, soportarlas median-
te la producción de razones, criticando esas razones, refutándolas y 
así sucesivamente” (Toulmin, Rieke y Janik, 1984, p. 14). Con base 
en esta postura, las investigaciones en el marco de la enseñanza 
y el aprendizaje de la matemática consideran que la argumenta-
ción es una habilidad básica que se desarrolla de manera progre-
siva a lo largo de la educación (Solar, 2018). Se caracteriza por su 
cualidad social y racional: cualquier persona la emplea, usando el 
lenguaje común, para convencer a una audiencia con razones vin-
culadas de manera lógica (Krummheuer, 1995; Knipping y Reid,  
2015). En el contexto particular de la matemática, la argumentación 
está ligada al razonamiento y a la demostración (prueba matemá-
tica); sin embargo, no es equivalente a la última. La argumenta-
ción compromete al lenguaje común con el fin de convencer; en 
cambio, la demostración busca revelar la verdad o la validez de 
un razonamiento (Duval, 2000). Por citar un ejemplo de un razona-
miento válido en matemáticas, el razonamiento deductivo permite 
construir conocimiento matemático y validarlo con base en un con-
junto de reglas lógicas (por ejemplo, los silogismos lógicos).
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Con el fin de distinguir entre argumentación y argumento, 
definimos al último desde la postura de Toulmin (2003), como 
“la secuencia de afirmaciones y razones que, entre ellas estable-
cen el contenido y la fuerza de la posición de la cual un ponente 
particular está argumentando” (p. 14). Desde la postura del au-
tor, un argumento tiene una estructura no lineal (ver figura 1) 
constituida por seis elementos: la aserción, que se refiere a la 
afirmación o conclusión que establece el argumentador; los da-
tos, que son la evidencia sobre la cual se fundamenta la aserción; 
la garantía, cuya función es conectar los datos con la aserción 
por medio de reglas, propiedades matemáticas, generalizaciones 
y características de los objetos matemáticos en estudio. A esta 
estructura se le conoce como el núcleo del argumento, presente 
en la argumentación colectiva de los estudiantes (Krummheuer, 
1995). Sin embargo, algunas investigaciones evidencian la pre-
sencia de los elementos restantes en los niveles secundario y 
universitario, como el respaldo, que desempeña el papel de brin-
dar un apoyo a la garantía mediante conocimiento validado en 
la comunidad matemática (por ejemplo, teoremas, axiomas y 
teorías); el calificador modal, presenta la fuerza del argumen-
to desde frases como “siempre”, “para todos los casos”, “para 
todo ‘x’”, entre otros. Por último, la refutación tiene la función 
de presentar las excepciones de la aserción (Cervantes-Barraza, 
Cabañas-Sánchez y Ordoñez-Cuastumal, 2017; Cervantes-Barra- 
za y Cabañas-Sánchez, 2018).

En el contexto de la argumentación matemática, Conner, Sin-
gletary, Smith, Wagner, y Francisco (2014) consideran que el ra-
zonamiento está estrechamente relacionado con la actividad de 
argumentar. En este artículo, concebimos el razonamiento mate-
mático desde la postura de Conner et al. (2014), como inferencias 
intencionales sobre entidades matemáticas.1 Aseguran los autores 
que, si un individuo formula un argumento, entonces, éste genera 

1  Los autores refieren por el término “entidad matemática” en el sentido de 
Zbiek y Conner (2006) como “cualquier objeto matemático de cualquier área de 
las matemáticas curriculares” (p. 92). 

Figura 1. Estructura y elementos de un argumento.

Datos Cali�cador modal

Garantía Refutación

Conclusión

Respaldo

Fuente: adaptada de Toulmin (2003).
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un conjunto de razones. Con base en este punto de vista, el ra-
zonamiento está inmerso en los argumentos que refieren a una 
serie de afirmaciones o conclusiones que resultan de inferencias2 
sobre entidades matemáticas (por ejemplo, conceptos, objetos 
matemáticos y operaciones) (Conner et al., 2014). En línea con las 
ideas presentadas, promover la argumentación en clase de mate-
máticas fomenta implícitamente la emergencia de razonamientos 
en lo individual y en lo colectivo (Rojas-Drummond y Peon Zapa-
ta, 2004).

Tipos de argumentos 

Resultado del proceso argumentativo, Zacharos, Pournantzi, 
Moutsios-Rentzos y Shiakalli (2016) consideran que los tipos de 
argumentos brindan una idea del razonamiento adoptado por los 
estudiantes en la transición de las formas informales del conoci-
miento al uso del lenguaje matemático. Para descubrir la relación 
entre diferentes tipos de argumentos, los autores recomiendan 
tener en cuenta los elementos de la argumentación: la garantía, 
el respaldo y las refutaciones (Schnell, 2014, p. 518). La garantía 
se considera como un elemento esencial del modelo de Toulmin, 
en razón de que evidencia el razonamiento matemático de los 
estudiantes y permite reconocer las propiedades, reglas matemá-
ticas, patrones y generalidades matemáticas inmersas en su con-
tenido (Singletary y Conner, 2015; Knipping, 2008). 

Los tipos de argumentos son implicados por un tipo particu-
lar de razonamiento: deductivo, inductivo, abductivo o de ana-
logía desde el encuadre teórico que relaciona la argumentación 
con el razonamiento matemático (Conner et al., 2014). Estos au-
tores integraron los elementos de un argumento (dato, garantía 
y aserción) (Toulmin, 2003) con los elementos del razonamiento 
propuestos por Pierce (1956): caso, regla y resultado, con la in-
tención de estudiar el razonamiento matemático de los estudian-
tes. En el sentido de Pierce, el caso se refiere a una observación 
específica que contiene una condición, la regla es una proposi-
ción general que afirma (si una condición ocurre entonces la otra 
también) y el resultado, una observación que mantiene una con-
dición relacionada con otra condición o por una regla (Conner et 
al., 2014). Para caracterizar los tipos de argumentos, presentamos 
una descripción de cada tipo y su estructura, con base en la pro-
puesta de Conner et al. (2014).

Los argumentos deductivos refieren a la construcción de con-
clusiones o aserciones como consecuencias lógicas de supuestos 

2  La inferencia se concibe como “el paso de proposiciones dadas como preli-
minares o hipótesis (las propuestas de entrada) a otra proposición (la conclusión) 
bajo una regla explícita o implícita” (Duval, 1999, p. 235).
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o premisas previamente establecidos. En términos de la propues-
ta de Conner et al. (2014), las premisas se corresponden con los 
casos, datos o evidencia. En este tipo de argumento, el estudiante 
establece un resultado con base en inferencias matemáticas fun-
damentadas en propiedades, teoremas o axiomas matemáticos, 
que a la vez conforman el contenido de la garantía. La estructu-
ra básica del argumento deductivo (figura 2) se constituye por 
un resultado o una conclusión del argumentador, construido con 
base en una serie de inferencias matemáticas en términos de pro-
piedades, teoremas o axiomas matemáticos. El caso o dato del 
argumento incluye casos particulares e información inicial que 
fundamentan la conclusión. 

Figura 2. Argumento deductivo.

Caso

Regla

Resultado

Fuente: Conner et al., 2014.

El argumento inductivo contiene generalizaciones que son 
producto del proceso de análisis y de abstracción sobre casos 
particulares. En este tipo de argumento los estudiantes constru-
yen conjeturas basadas en generalizaciones establecidas sobre 
casos particulares analizados (Conner et al., 2014). La estructura 
de los argumentos inductivos (figura 3) se caracteriza por consi-
derar los datos o información inicial como un conjunto de resul-
tados sobre casos particulares. Con base en esto, el argumentador 
construye la generalización de los casos en términos de una regla 
matemática, de un patrón o de una definición (por ejemplo, la 
conclusión).

Figura 3. Argumento inductivo.

Caso

ReglaResultado

Fuente: Conner et al., 2014.

El argumento abductivo está compuesto por inferencias ma-
temáticas que permiten construir un resultado a partir de un he-
cho matemático observado. Este tipo de argumento se caracteriza  
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por procesos de razonamiento contrarios al deductivo, es de-
cir, se razona de adelante hacia atrás. La estructura de este tipo  
de argumento (figura 4) se presenta de dos formas: 1) a partir de 
los resultados, el argumentador infiere caso(s) con base en una 
regla matemática definida (ver figura 4a); 2) con base en una re-
gla matemática se puede inferir un caso fundamentado desde los 
resultados (ver figura 4b). 

Figura 4. Estructura de argumentos de tipo abductivo.

Caso

Regla

Resultado CasoRegla

Resultado

a) b)

Fuente: Conner et al., 2014.

El argumento de analogía recae en la construcción de una 
conclusión basada en observar similitudes estructurales o de con-
tenido entre casos correspondientes. El razonamiento inmerso en 
este tipo de argumento remite a la similitud entre procedimientos 
en la solución de ejercicios y permite identificar una ruta para 
solucionar el ejercicio, desde tres posibles formas en las que se 
aplica una analogía: 1) partiendo de los casos para llegar a un 
resultado, 2) partir de resultados y arribar a casos, 3) partir de 
resultados y arribar a la regla que determina el ejercicio (figura 
5). En suma, en este tipo de razonamiento, el caso, el resultado 
o la regla pueden ser punto de partida, es decir, los datos de la 
argumentación de igual manera pueden ser una aserción.

Figura 5. Argumento de analogía.

Caso/resultado/regla Caso/resultado/regla

Analogía

Fuente: Conner et al., 2014.

Las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO)

Una ecuación diferencial se define como una ecuación que con-
tiene derivadas de una o más variables dependientes con respecto 
a una o más variables independientes. Las ecuaciones diferencia-
les se clasifican según su orden, tipo o linealidad (Zill, 1997). Si 
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una ecuación sólo contiene una derivada ordinaria de una o más 
variables dependientes con respecto a una sola variable indepen-
diente, entonces se dice que es una ecuación diferencial ordinaria 
(EDO). La clasificación, según el orden de la ecuación, es con res-
pecto a la derivada de mayor orden en la ecuación. En relación 
con las EDO, se entiende que las familias de curvas son trayec-
torias ortogonales entre sí (figura 6), cuando todas las curvas de 
una familia G(x, y, c1) = 0 cortan ortogonalmente todas las curvas 
de otra familia H(x, y, c2) = 0. Además, si

dy

dx
= f(x , y)

es la ecuación diferencial de una familia, la ecuación diferencial 
de sus trayectorias ortogonales es 

dy

dx
=

1

f(x , y)

Figura 6. Familia de curvas ortogonales.

H(x, y, c2) = 0

G(x, y, c1) = 0

Tangentes

Fuente: Zill, 1997.

Metodología de la investigación

Esta investigación adopta el paradigma de diseño (Molina, Cas-
tro, Molina y Castro, 2012; Steffe y Thompson, 2000), cuya natu-
raleza es primordialmente cualitativa y enmarca el experimento 
de enseñanza (Teaching Experiment). En esta investigación se di-
señó y desarrolló un experimento de enseñanza, que consiste en 
episodios de enseñanza grabados en video en los que interviene 
un profesor investigador ante un estudiante o un grupo, con el 
objetivo de experimentar de primera mano el aprendizaje y el ra-
zonamiento matemático (Steffe y Thompson, 2000, p. 267). 
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Participantes

El experimento de enseñanza se desarrolló con un grupo de tres 
estudiantes de sexto semestre del programa de la licenciatura 
en matemáticas matriculados en una universidad pública ubicada 
al sur de México. Los estudiantes fueron seleccionados por el 
profesor encargado del curso de ecuaciones diferenciales. Como 
criterio de selección se propuso la participación voluntaria de 
tres estudiantes con rendimiento académico bajo, intermedio y 
alto, según las calificaciones obtenidas en cursos previos, y que 
además el profesor titular reconociera que habían demostrado en 
clase tener conocimientos sobre cálculo diferencial, integral, vec-
torial y álgebra lineal obtenidos de cursos tomados en los semes-
tres anteriores. En la ejecución del experimento participó uno 
de los autores de este artículo en el rol de profesor, junto con un 
investigador auxiliar para apoyar en la toma de datos, la reparti-
ción de las tareas, la toma de notas de campo y la triangulación 
de los resultados. 

Experimento de enseñanza 

El experimento de enseñanza en esta investigación se diseñó con 
base en las fases planteadas por Molina, Castro, Molina y Cas-
tro (2012). La primera fase consistió en la preparación del expe-
rimento; en la fase dos, se presenta cómo se desarrollaron las 
tareas y, en la fase tres, se analizan los datos con respecto al 
método del análisis. En el cuadro 1 se muestra la descripción de-
tallada de cada fase.

Tareas del experimento de enseñanza

El experimento de enseñanza está conformado por dos tareas 
referentes al estudio de familias de curvas ortogonales. La pri-
mera tarea, de carácter exploratorio (tarea previa), se diseñó con 
el objetivo de recuperar y familiarizar conceptos claves relacio-
nados con el estudio de las familias de curvas ortogonales. En 
cuanto a la tarea matemática (T), involucró a los estudiantes pa- 
ra resolver un problema que implica ecuaciones diferenciales 
para hallar familias de curvas mutuamente ortogonales. La apli-
cación y el desarrollo de la tarea previa y la tarea T demandaron, 
cada una, dos horas reloj. En un primer momento, el profesor 
investigador propuso a los estudiantes resolver la tarea previa y, 
al término de ésta, hizo una retroalimentación basada en las res-
puestas presentadas. Para desarrollar la tarea matemática, el pro-
fesor investigador les facilitó computadoras a los estudiantes y la 
tarea matemática impresa. Los estudiantes emplearon una hora 
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Cuadro 1. Descripción de las fases del experimento de enseñanza. 

Experimento de enseñanza

Fase 1 Preparación del  
experimento

•	Planteamiento del problema sustentado en la teoría.
•	Elección del tema a estudiar en las tareas.
•	Diseño de las tareas.
•	Ejecución de la prueba piloto.
•	Rediseño de las tareas.

Fase 2 Desarrollo de las 
tareas

•	Las tareas se desarrollaron a nivel individual. 
•	En lo colectivo, los estudiantes expresaron sus argumentos 

basados en el trabajo individual.
•	Al final de la sesión, los investigadores se reunían para platicar 

aspectos a considerar en el análisis.

Fase 3 Análisis retrospectivo 
de los datos

•	Análisis cualitativo-descriptivo basado en datos.
•	Reconstrucción de la argumentación y clasificación de los tipos 

de argumentos con base en la propuesta metodológica de Conner 
et al. (2014).

Fuente: Elaboración propia de los autores.

reloj para resolver la tarea, luego el profesor investigador generó 
un ambiente propicio para compartir las respuestas: con la inten-
ción de generar la argumentación entre los estudiantes, proyectó 
el trabajo escrito y lo realizado en GeoGebra por cada estudiante 
sobre la pizarra, con la ayuda de un proyector. 

Tarea matemática (T)

Con el apoyo del software GeoGebra, al escoger unos valores 
del parámetro c, traza algunas curvas de la familia dada por la 
ecuación a). En otra hoja de GeoGebra, también al escoger unos 
valores del parámetro c, traza algunas curvas de la familia dada 
por la ecuación b). 

Luego encuentra algebraicamente la familia de curvas ortogo-
nales a cada una de las familias anteriores. 

	 x + 2y = c	 (a)
	 x2 + 2y2 = c	 (b)

I.	 ¿Visualmente qué se puede inferir al trazar rectas tangen-
tes a cada una de las curvas por el punto de intersección 
de las mismas? Explique ampliamente. 

II.	 Al comparar las pendientes de las rectas tangentes a las 
curvas en un punto de intersección, ¿qué se puede con-
cluir? Explique ampliamente. 

III.	 ¿Cómo puedes relacionar lo algebraico y lo gráfico del 
cálculo de las curvas ortogonales?
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Con base en la problemática planteada en este artículo, el diseño 
de las tareas es fundamental, porque son el medio promotor de 
la construcción de argumentos y razonamientos que involucran la 
faceta analítica con la gráfica. Desde el diseño de la tarea y los 
referentes conceptuales planteados, se busca que los estudiantes 
conecten la faceta analítica con la gráfica sobre la base de un 
problema que se resuelve con ecuaciones diferenciales y pregun-
tas que llevan a los estudiantes a reflexionar sobre la relación de 
cada procedimiento junto con la parte conceptual y su significa-
do en el contexto de lo gráfico. 

Análisis de los datos empíricos 

El análisis de los datos se realizó bajo un enfoque cualitativo 
basado en la reconstrucción de la argumentación de los estudian-
tes. Para ello, se empleó el modelo teórico-metodológico pro-
puesto por Conner et al. (2014). Se tomaron las transcripciones 
de la sesión y se enumeró cada línea con el fin de identificar los 
segmentos donde los estudiantes (E1, E2, E3) argumentaron so-
bre cómo resolvieron el problema y dieron respuesta a los reque-
rimientos planteados en términos de las preguntas de las tareas 
matemáticas I, II y III (cuadro 2).

Como parte del análisis a priori sobre la tarea matemática 
planteada a los estudiantes, se presenta una descripción de la 
solución clásica que relaciona las familias de curvas ortogonales. 
Para encontrar una familia de curvas ortogonales a la ecuación:  
x + 2y = c, se deriva cada miembro con respecto a la variable “x”. 
De ello obtenemos la ecuación diferencial: 1+ 2y = 0, despejando 
el término y´ que es equivalente a las notaciones 

dy

dx
   y   f(x, y),

tenemos que:

y =
1

2
.

Encontramos que la función derivada de la ecuación inicial es 
igual a menos un medio. Ahora, con este resultado, y aplicando 
la fórmula 

dy

dx
=

1

f(x , y)
,

tenemos que la ecuación diferencial correspondiente a la familia 
de curvas ortogonales a la inicial es:
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Cuadro 2. Ejemplo del análisis de los datos.

Transcripción

Profesor: ¿Cómo puedes relacionar lo algebraico y lo gráfico de las curvas ortogonales?
E3: En lo gráfico, vemos el comportamiento de las gráficas y a partir de allí determinamos sus tan-
gentes y con lo gráfico vemos también que las rectas tangentes son ortogonales. Con lo algebraico 
determinamos una familia ortogonal a la función dada, lo algebraico para comparar los valores de 
las pendientes y ver que son recíprocas.

Reconstrucción de la argumentación

y = 2x + c

x + 2y = c

CASO: ¿cómo puedes relacionar
lo algebraico y lo grá�co de las

curvas ortogonales?

RESULTADO: las rectas
tangentes son ortogonales.

REGLA: con lo algebraico
determinamos una familia ortogonal

a la función dada, lo algebraico
para comparar los valores de las

pendientes y ver que son recíprocas.

Datos Conclusión

Garantía

Profesor

Ambos

E3

REGLA: en lo grá�co vemos el
comportamiento de la grá�cas y
a partir de allí determinamos sus

tangentes.

Fuente: Elaboración propia de los autores.

dy

dx
=

1
1

2

equivalente a 

dy

dx
= 2

Integrando en cada miembro de la ecuación diferencial obtene-
mos la expresión matemática y = 2x + c, que representa la familia 
de curvas ortogonales a la inicial.

La solución de esta tarea comprende dos familias de rectas 
con pendientes respectivas (–1/2) y 2. Sin embargo, el enunciado 
se refiere a curvas, por lo que se constató, antes de la experimen-
tación con el profesor encargado de la materia, que los estudiantes 
consideraran que las rectas son curvas y con esto se evitara una 
interpretación errada de los resultados de este primer problema.

Los tipos de argumentos se identificaron con base en el conte-
nido de las garantías y el orden en que los estudiantes procedieron, 
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esto en función de lo establecido en Conner et al. (2014). El ar-
gumento deductivo se identificó cuando los estudiantes partieron 
de un caso o una información inicial para inferir, con base en 
propiedades matemáticas, definiciones o reglas, y establecer un 
resultado o una conclusión. Identificamos los argumentos abduc-
tivos cuando los estudiantes usan resultados obtenidos para infe-
rir información inicial en términos de datos. Se identificaron los 
argumentos inductivos al reconocer generalizaciones sobre casos 
particulares, y los argumentos de analogía, cuando los estudian-
tes determinaron una conclusión con base en la comparación de 
estructuras similares de los problemas previos. 

En el cuadro 2 se presenta la estructura de un argumento in-
ductivo construido por el estudiante E3 en respuesta a la pregun-
ta del profesor. Los datos de este argumento se fundamentan en 
la pregunta del profesor y la gráfica que el estudiante construyó 
para verificar desde la representación gráfica que las curvas son 
ortogonales (conclusión). Este argumento es de tipo inductivo, 
porque desde el análisis de casos particulares decanta la invarian-
te sobre la medida de los ángulos entre las familias de rectas, y 
con esto reconoce que las curvas son ortogonales. 

En la estructura del argumento, la participación de los estu-
diantes y del profesor se reconoce desde las convenciones que 
indica quién hizo la contribución. Las intervenciones del profesor 
se presentan con rectángulos de líneas gruesas; la participación 
de los estudiantes se representó con líneas segmentadas; y, cuan-
do participaron ambos, usamos rectángulos con líneas dobles.

Resultados

Como parte de los resultados de la investigación, se presentan  
los argumentos y los respectivos razonamientos empleados  
por los estudiantes en la solución de problemas sobre familias 
de curvas ortogonales. Se presentan también casos relativos a 
los razonamientos de los estudiantes en la solución de la tarea 
matemática (T). 

Argumentos de tipo deductivo

En la solución del inciso a) de la tarea matemática se identificó 
que los estudiantes construyeron argumentos de tipo deductivo 
(ver figura 7). Como hecho representativo, el estudiante E1 partió 
del caso, es decir, de la familia de curvas proporcionada en el 
ítem a) de la tarea matemática, para inferir la función derivada 
con base en la definición y la regla de derivación de potencias 
(procedimiento algebraico-analítico). También recurrió a la rela-
ción de ortogonalidad que implica que el producto de las pen-
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dientes de las rectas sea igual a menos uno y con esto construye 
la ecuación diferencial cuya solución es la familia de curvas orto-
gonales a la inicial (para este caso, una familia de rectas). 

El razonamiento inmerso en este tipo de argumento se refleja 
en el procedimiento para resolver el problema sobre la familia de 
curvas ortogonales. De manera implícita, el estudiante construye 
conclusiones como consecuencias lógicas de supuestos o premi-
sas previamente establecidas, como es el caso de las fórmulas de 
derivación, integración, relación de rectas paralelas y perpendicu-
lares, entre otras. Tanto en el procedimiento como en el argumen-
to presentado por el estudiante, se observa un orden en los pasos 
que conducen a nuevas conclusiones. 

En un segundo momento de la solución de la tarea, el profe-
sor les pidió a los estudiantes una lista de pasos para determinar 
la familia de curvas ortogonales a una dada, en éstos se refleja 
igualmente el razonamiento deductivo (figura 8). Los pasos men-
cionados por los estudiantes son: 1) análisis de la familia de cur-
vas dadas, encontrar la ecuación de la recta tangente a la curva 
(cálculo de la derivada) e identificar la pendiente de la recta y el 
valor recíproco para, finalmente, resolver la ecuación diferencial 
con base en la integración y algunas operaciones algebraicas que 
permiten identificar la familia de curvas ortogonales. 

Figura 7. Procedimiento y argumento de tipo deductivo, inciso a).

CASO: la familia de
curvas x + 2y = c.

Dato Conclusión

Procedimiento Argumento

Garantía

Profesor

REGLA: las pendientes son
perpendiculares, o sea que una

pendiente es recíproca y de signo
contrario con respecto a la otra.

RESULTADO: familia 
de curvas ortogonales 

es y = 2x + c. 

Ambos

E1

Derivó con
respecto a ”x”

Función
derivada

Ecuación
diferencial
Integra por 
separación de 
variables

Familia de curvas
ortogonales

Pendiente
recíproca de (–1/2)

Fuente: Elaboración propia de los autores.



IN
N

O
VU

S

J. CERVANTES, J.S. ORDOÑEZ  Y  A. MORALES  LOS ARGUMENTOS DE ESTUDIANTES UNIVERSITARIOS…  [ pp. 83-104 ]98

| enero-abril, 2020 | Innovación Educativa, ISSN: 1665-2673 vol. 20, número 82

Como parte de la lista de pasos propuestos por los estudian-
tes, el alumno E1 analizó el tipo de función que representa la 
familia de curvas, reconoció si era una función lineal y/o cuadrá-
tica, para determinar la ecuación de la recta tangente a la cur-
va mediante la derivada de la función dada. El siguiente paso 
consistió en construir la ecuación diferencial que representara 
la familia de rectas con pendiente recíproca, que al integrarla 
le garantizara desde lo analítico encontrar la familia de curvas 
ortogonales a la dada (ver figura 9). En soporte de la garantía 
del argumento del estudiante E1, se identificó que el conjunto de 
representaciones gráficas de las funciones (ver figura 9) refiere 
al enfoque gráfico y a la evidencia adicional que cumplen la fun-
ción de respaldo (backing, en inglés), esto es, un medio por el 
cual los estudiantes verifican que la familia de curvas encontrada 
es ortogonal a la inicial.

Argumentos de tipo abductivo

Este tipo de argumento se identificó en las respuestas de los es-
tudiantes ante las cuestiones I, II y III de la tarea matemática. 
Además, se reconocen las dos formas de un argumento abductivo 
(tipo A y tipo B). El argumento abductivo de tipo A se identificó 
a partir de una regla o regularidad entre los objetos matemáticos 
en estudio para determinar un caso particular. Un ejemplo de 
este tipo de argumento es el que construyó E2 (figura 10), quien 
consideró la regularidad: “si no lo haces correcto, es una forma 
de darte cuenta que cometiste un error”, como punto de parti-
da para concluir que las familias de curvas encontradas efectiva-
mente son ortogonales. La garantía de este argumento refiere a 

Figura 8. Ejemplo de un argumento de tipo deductivo, inciso b). 

CASO: primero analizar
la función dada.

Dato Conclusión

Garantía

Profesor

RESULTADO: encontrar una 
curva ortogonal. 

REGLA: la derivada de la función, pendiente
perpendicular a la que estamos buscando.

47. Profesor: ¿y lo grá�co?
48. E1: Nada más, ver que son perpendiculares.

Ambos

E1

Fuente: Elaboración propia de los autores.
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Figura 9. Procedimiento de E1 y gráfica de algunas curvas ortogonales a una familia de 
curvas dadas, inciso b). 

Procedimiento Grá�cas de algunas curvas ortogonales

Fuente: Elaboración propia de los autores.

Figura 10. Ejemplo de un argumento abductivo tipo A.

Dato Conclusión

Garantía
Profesor

CASO: familia de curva
encontrada es ortogonal.

Ambos

E2

REGLA: así que grá�camente vemos que
las rectas son perpendiculares. Siento

que lo algebraico si no lo haces correcto,
es una forma de darte cuenta que

cometiste un error, dependiendo de tu
procedimiento.

RESULTADO: grá�camente, primero gra�camos
la función que nos dan, la función que

encontramos, después los puntos de intersección
y vemos que las pendientes en los puntos de

intersección de cada curva, ya sólo con�rmamos
que las pendientes sean perpendiculares.

Fuente: autores.

resultados obtenidos del análisis de las características invariantes 
de las gráficas, que a la vez sirven como verificador del procedi-
miento algebraico que se llevó a cabo. 
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En el argumento abductivo tipo B (figura 11), los estudiantes 
parten de sus resultados para examinar el caso, es decir, ¿qué 
garantiza que la familia de curvas encontradas sea la familia orto-
gonal? El estudiante E2 toma como base lo gráfico, equivalente al 
conjunto de algunas gráficas de las funciones encontradas y com-
para las respectivas rectas tangentes para verificar que la familia 
de curvas hallada es ortogonal a la inicial.

Discusión y conclusiones

Con base en el análisis de la reconstrucción de la argumentación, 
se identificó una secuencia de pasos para encontrar la familia de 
curvas ortogonales a una inicial. Los estudiantes derivaron con 
respecto a “x” la ecuación inicial de la familia de curvas dada 
para hallar la pendiente de la recta y su respectivo recíproco. 
Con lo anterior, plantearon la ecuación diferencial que representa 
la familia de curvas ortogonales a la familia de curvas dadas. El 
razonamiento empleado por los tres estudiantes en la resolución 
de la tarea matemática se basa en la construcción de una conclu-
sión (familia de curvas ortogonales a la inicial) desde un conjunto 
de pasos lógicos (procedimientos matemáticos: cálculo de la deri-
vada, determinar la pendiente de la recta perpendicular a la dada, 
integrar con respecto a “x” y operar algebraicamente para en-
contrar la familia de curvas ortogonales). Es decir, el argumento 
que usaron los estudiantes para encontrar una familia de curvas 
ortogonales a una familia dada es el argumento deductivo. En 
este tipo de argumentos los estudiantes relacionan lo gráfico con 
lo algebraico, en razón de que después de los procedimientos 
algebraicos recurrieron a representar gráficamente la familia de 
curvas para validar si lo analítico se correspondía con la gráfica.

Figura 11. Ejemplo de un argumento abductivo tipo B.

 REGLA: porque derivas y te da la
pendiente, entonces esa pendiente la
haces recíproca y de allí con signo

contrario, ya ahí estás garantizando que
la familia de curvas nuevas que vas a

encontrar va a ser ortogonal a la 
primera que dieron por construcción. 

Dato Conclusión

Garantía
Profesor

CASO: relación entre lo
algebraico y lo grá�co.

Ambos

E2

RESULTADO: lo grá�co
lo entiendo como lo

visual, así que miro la
relación que tiene el
procedimiento que se

siguió para encontrar la
familia de curvas

ortogonales.

Fuente: Elaboración propia de los autores.
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Cuando a los estudiantes se les pide relacionar lo algebraico 
del cálculo de la familia de curvas ortogonales con lo gráfico, 
recurren al razonamiento abductivo de tipo A y de tipo B (Con-
ner et al., 2014). En el razonamiento de tipo A, los estudiantes 
parten de la regla: si visualmente las rectas son perpendiculares, 
entonces la familia de curvas encontrada es ortogonal a la pri-
mera. En relación con el razonamiento abductivo de tipo B, los 
estudiantes parten de las gráficas de las familias de curvas y sus 
rectas tangentes para relacionarlas con la regla matemática. Esto 
implicó que los estudiantes garantizaran que la familia de curvas 
es ortogonal mediante la derivada de la ecuación de la familia de 
curvas inicial, la cual se hace recíproca, para luego determinar la 
ecuación de la familia de curvas ortogonales verificada desde su 
representación gráfica.

El estudio de los argumentos que construyen los estudian-
tes en la resolución de las EDO permitió identificar argumentos 
de dos tipos: deductivo y abductivo. En apartados anteriores se 
infiere que, tanto el razonamiento deductivo como el abductivo 
relacionan los enfoques desconectados que indica la literatura. 
En particular, los argumentos abductivos se reconocen como un 
medio que permite evidenciar cómo lo visual (gráficas de las fa-
milias de curvas) involucra lo algebraico. Esto puede entenderse 
desde Nápoles et al. (2002). Lo geométrico implica una resolu-
ción cualitativa del problema, y lo algebraico determina la parte 
analítica. En efecto, la abducción cumple la función de puente en-
tre las facetas algebraica-numérica y gráfica, donde el estudiante, 
por medio de su trabajo, atribuye significado a las gráficas de la 
familia de curvas; y también a la solución de problemas de ecua-
ciones diferenciales ordinarias (EDO), como son los problemas de 
cálculo de curvas ortogonales.

Los resultados de la presente investigación no sólo permiten 
dilucidar los argumentos de los estudiantes construidos en el con-
texto de la solución de EDO, sino que evidencian los enfoques y 
razonamientos empleados por los estudiantes. Además, el tipo de 
tarea que se propuso permitió que los estudiantes conectaran los 
enfoques haciendo de éstos una concatenación evidenciada en el 
argumento abductivo. En efecto, los resultados empíricos repor-
tados no reflejan una solución única a la problemática planteada, 
sino que proporcionan un camino para mejorar la enseñanza y el 
aprendizaje de las EDO, con base en tareas matemáticas que pro-
muevan la conexión de los enfoques.

Se declara que no existe conflicto de intereses respecto a la presente 
publicación.
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