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Resumen

Haciendo uso de la teoria Modos de Pensamiento de Sierpinska,
se presenta un modelo de comprension del producto cruz a
través de tres modos de pensarlo: (1) como el vector normal a
otros dos vectores que generan un plano, (2) como una férmula
que permite calcularlo y (3) a través de una propiedad que lo
caracteriza. La finalidad de presentar estos tres modos de pen-
sar el producto cruz es mostrar evidencias de la comprension
profunda de este concepto. Con base en la metodologia de es-
tudio de caso se consideraron nueve profesores en formacion
inicial de dos instituciones de educacion superior de Chile, que
fueron tratados como dos casos de estudio, con la finalidad de
mostrar como los profesores en formacion inicial de Matematica
se sitian en esos modos de pensar el producto cruz para dar
respuesta a dos actividades que se les presentaron. Los resultados
evidenciaron que los profesores se sitian en uno u otro modo
de pensar el producto cruz para responder las actividades y la
interaccion entre los modos propuestos mostro tres elementos
matematicos que actiian como articuladores entre ellos.

Abstract

Using Sierpinska’s Modes of Thought theory, a cross-product
understanding model is presented through three modes of thin-
king: (1) as the normal vector to two other vectors that generate a
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plane, (2) as a formula that allows to calculate it and (3) through
a property that characterizes it. The purpose of presenting these
three ways of thinking the cross product is to show evidence
of the deep understanding of this concept. Based on the case
study methodology, nine teachers in initial training from two
higher education institutions in Chile were considered, which
were treated as two case studies, to show how the teachers in
the initial formation of Mathematics are situated in these ways
of thinking the cross product, to respond to two activities that
were presented to them. The results showed that the teachers
are placed in one or another way of thinking the cross product
to respond to the activities and the interaction between the
proposed modes showed three mathematical elements that act
as articulators between them.

Introduccion

a Geometria Vectorial es un toépico que forma parte de
los programas de estudio de Algebra Lineal de variadas
carreras universitarias, en particular de Pedagogia en
Matematicas. Investigaciones en el area de la Didactica
de la Matematica han reportado dificultades con la
ensefianza y aprendizaje de sus conceptos, por ejemplo, Dorier
(1997) declara que, para la mayoria de los estudiantes, el algebra
lineal no es mas que un catilogo de nociones muy abstractas,
sumergidas bajo una avalancha de palabras nuevas, de simbolos
nuevos, de definiciones nuevas y de teoremas nuevos (Dorier,
1997, p. 208) que, en muchos casos, los aprendices los mane-
jan mecanicamente sin comprenderlos. Sumado a lo anterior,
Dorier y Sierpinska (2001) sefialan que el discurso matematico
escolar del algebra lineal privilegia el tratamiento algoritmico
a través de las llamadas técnicas de resolucion, en deterioro de
la comprension de nociones basicas. Nuestro objeto de estudio
—el producto cruz (PCx)- no queda ajeno a lo que nos indican
esas investigaciones y es en este escenario que nos proponemos
indagar en como los estudiantes en formacion para profesores
de Matematica interpretan dicho producto, y nos preguntamos:
¢como los estudiantes de Pedagogia en Matematicas le otorgan
significado e interpretan al PCx?
Se realiz6 una revision en busca de antecedentes sobre la en-
sefianza y aprendizaje del PCx. Debido a la importancia de los
vectores en el aprendizaje de la Fisica se llevo a cabo una revi-
sion de articulos desde esta area cientifica, poniendo de relieve
algunas dificultades que existen en el aprendizaje del concepto
PCx (Parraguez y Guerra, 2020). Ambas investigaciones coinci-
den en que los estudiantes tienen un mayor dominio del calculo
de las componentes del vector que resulta del PCx, pero tienen
serias dificultades en interpretarlo geométricamente.
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Es justamente la direccion que toma esta investigacion: indagar
en, si las diferentes formas de interpretar y comprender el PCx
estan articuladas cuando un estudiante lo usa para dar respuesta
a un conjunto de actividades porque el uso puede ser un medio
de aprendizaje y construccion de significado de las distintas
interpretaciones del PCx.

2. Antecedentes

Martinez y Benoit (2008) presentan un planteamiento historico-
epistemologico del PCx, que va desde el surgimiento de los
cuaterniones hasta el analisis vectorial, con la finalidad de favorecer
la percepcion geométrica de él. Complementario a ello, en el
articulo de Barniol y Zavala (2014), los investigadores inician la
investigacion con una hipoétesis en la cual se pone de manifiesto
que los estudiantes calculan el producto vectorial, pero en general
no logran una clara significacion en la Fisica o la interpretacion
geométrica de éste. Es este aspecto lo que este articulo pretende
poner de relieve, situados en las diferentes formas de usar el PCx.
Barniol y Zavala (2014) presentan una investigacion basada en
un test de seleccion multiple que busca evaluar el entendimiento
de estudiantes (585 estudiantes que terminan sus cursos de
Fisica en una universidad privada mexicana) sobre conceptos de
naturaleza vectorial a través de tres aspectos: (1) La definicion
operacional del concepto, (2) La diferencia entre conceptos que
se relacionan y (3) El uso del concepto de manera precisa. Los
autores muestran en los items que se relacionan con el PCx que
el error mas frecuente es elegir un vector perpendicular a los
dos vectores, pero con una direcciéon opuesta. La comprobacion
en estos estudios de la discrepancia interpretativa entre la
operacionalidad del PCx con su geometria es la fuente de
nuestro interés de investigacion.

En otra investigacion, Deprez et al. (2019) investigan la influencia
del contexto en la comprension de los estudiantes del PCx. Utili-
zando pruebas de opcion multiple, preguntan por la direccion del
PCx en diferentes entornos geométricos, dos en el contexto de la
fisica y el otro estrictamente matematico; su estudio muestra que a
los estudiantes les cuesta mucho aplicar una técnica correcta para
determinar la direccion de PCx de manera adecuada y consistente.

2.1. Problematica de investigacion

Los antecedentes, presentados al alero de la Fisica, nos muestran
que la descoordinacion en la comprension del PCx se ubica
entre lo operacional y lo interpretativo, es decir, su calculo, en
ausencia de su significado geométrico y propiedades estruc-
turales, mismas que le confieren su caracter de objeto unico
en la geometria vectorial. El hecho de concebir el PCx como
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algoritmo conduce a que el estudiante lo calcule de manera me-
canica, complicando una abstraccion adecuada del objeto, y va
en contraposicion con el marco interpretativo del algebra lineal,
que trasciende a soélo la practica y dominio de un conjunto de
procedimientos de calculo (Parraguez, 2012, p. 14), dificultando
la construccion de significados.

Por ejemplo, si bien es aceptado por todos en el sistema de los
numeros reales que 6x5 = 5x0, que estructuralmente constituye la
ley conmutativa que es intrinseca a la multiplicacion, en el PCx se
demanda en el aprendiz resignificar su concepcion de producto en
este nuevo contexto del algebra vectorial donde esta multiplicacion
de objetos diferentes a los que contienen los sistemas numéricos R,
Q vy Z que usualmente estamos mas acostumbrados a multiplicar,
arrastra consigo la idea de que la multiplicacion es conmutativa, y es
dificil aceptar que en otros dmbitos (espacio vectorial de d1mens10n
3)d@xbno esigual abx dsino que dx b =-bxdcuando d, be R,
Esta ultima propiedad de “anticonmutatividad” (o no-conmutatividad)
se conoce con el nombre de Simetria alternada en la Matematica y
es de caracter geométrico, la que es valida en el PCx. Pero no s6lo
esta propiedad del PCx causa confusion en los estudiantes sino
también otra propiedad que se relaciona con el PCx igual a cero
vector. Cuando el PCx de dos vectores es igual a cero vector no
necesariamente uno de sus multiplicandos es el vector nulo, por
ejemplo, (1,-2,3) x (-2,4,-6) = (0,0,0) porque el vector (-2,4,-0) es
multiplo escalar de (1,-2,3), es decir, (-2,4,-6) = -2(1,-2,3).

Es en esta problematica del PCx, situada en el contexto de
estudiantes para profesores de Matematica, que se plantean las
preguntas que guian la investigacion: a) ;Cuales son los sig-
nificados que otorgan los estudiantes al PCx? y b) ;Logran los
estudiantes articular los diferentes significados del PCx?

2.2. Objetivo de investigacion

Describir y fundamentar los distintos significados del objeto mate-
matico de PCx, identificando los elementos de la matematica que
permiten la articulacion entre los distintos modos de interpretarlo.

2.3. Aproximacion epistemologica

Hamilton, uno de los fundadores de la matematica moderna,
en 1843 cred los cuaterniones. El trabajé sobre mecanica y
comenzo una busqueda sobre la forma de extender la com-
prension geométrica de los nimeros complejos en el plano a
una comprension geométrica en tres dimensiones. Para ello
redirige su investigacion en la busqueda de una terna o nimero
complejo tridimensional. Al trabajar con los vectores unitarios
en R? i =(1,0,0), j = (0,1,0) y & = (0,0,1), Hamilton observa
que la propiedad conmutativa para el producto de estos tres
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vectores no se cumple porque ij = -ji. La explicacion de esta
multiplicacion en el espacio pone en evidencia que eran ne-
cesarias cuaternas en lugar de ternas, fue asi como construye
los “cuaterniones de Hamilton”, nimeros hipercomplejos
cuatro dimensionales. Numeros con una parte escalar y una
parte vectorial. Hamilton al definir las operaciones algebrai-
cas y geométricas entre ellos, en particular la multiplicacion
de cuaterniones, considerando solamente la parte vectorial o
compleja del cuaternion, dio origen a lo que se conoce como
el PCx (Martinez y Benoit, 2008).

Desde la aproximacion epistemologica, el interés de este ar-
ticulo es situarse en tres modos de pensar el PCx: Geométrico,
Algebraico y Estructural para propiciar la comprension profunda
del mismo a través de la interaccion de tres formas de pensarlo.

3. El producto cruz

El concepto de PCx esta presente en la mayoria de los pro-
gramas de matematicas para carreras como Pedagogia en
Matematicas, Ingenierias, Licenciatura en Ciencias o en Eco-
nomia. Nuestro proposito es analizar el PCx desde un enfoque
pragmatico y teérico, mostrando diferentes aproximaciones
para su comprension.

Generalmente el programa de Algebra Lineal, para un curso
de primer ano para formacién de profesores de Matematica,
contiene un apartado de Geometria Vectorial, en el cual se
estudia el PCx. La definiciéon de PCx —que es exclusivamente
para R’- que presentamos a continuacion se puede encontrar
en diferentes textos de estudio de algebra lineal (Benitez, 2015;
Lay, 2012; Poole, 2011, _entre otros)

Sean d = (a a,,a ) y b (b,,b,,b ) dos vectores de R3 su PCx
axb (en este orden) se deﬁne Como el vector: d x b = (a b -
ab,ab-ab,ab-ab), el cual se puede presentar mediante
un seudodeterminante.

Los determinantes permiten expresar la férmula que define al
PCx de forma mas compacta, como se muestra a continuacion.

Sean a =(a,a,a,) = az+a2]+aleyb (b,b,b,)=b,i+b,
J+ bk dos vectores en |3 expresados a través de los vectores
unitarios i, jy kde R3, el PCx d x b se puede presentar a través
del seudodetermmante.

[y beli=lb bylitle, il

= (azbs — a3b;)(1,0,0) — (asb; — a;b3)(0,1,0) + (ab, — a;b1)(0,0,1)

= (azbs — asb,, azb; — a1bs,a1b, — azby)
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Asi, el seudodeterminante nos proporciona una forma de obtener
algebraicamente el vector

i j ok
daxXb=|a; a, az|, dondei,jy k son los vectores unitarios de R3.
by by bs

Existen numerosas investigaciones (Asiala et al., 1996; Parraguez,
2013; Parraguez, Lezama y Jiménez, 2016; Parraguez y Oktag,
2012; Rodriguez, Parraguez y Trigueros, 2018; Weller et al., 2002)
que ofrecen evidencias sobre las dificultades que muestran los
estudiantes para comprender el concepto de vector, pero no asi
de geometria vectorial y menos aun si se restringe al estudio del
PCx desde una postura cognitiva.

El problema central con el PCx es que al estudiante le de-
manda trabajar con conceptos abstractos —vectores, norma de
un vector, angulo entre vectores, propiedades algebraicas de las
operaciones con vectores—, pero la practica escolar promueve el
trabajar con procedimientos mecanicos —dimension calculatoria
por sobre la semantica—, limitando asi la comprension sobre los
conceptos involucrados.

3.1. Interpretaciones del producto cruz

La propuesta de esta investigacion radica en mostrar significados
del concepto de PCx, reconociendo en ellos componentes de origen
geométrico, algebraico y estructural, identificando en cada uno
de esos componentes diferentes aspectos del concepto de PCx.

Mostramos dos propiedades, P1 y P2, que resultan de su
definicién o construccion, dependiendo de la naturaleza de sus
multiplicandos.

Propiedad P1. Para vectores dyben R: dxb=0& dvy b son
linealmente dependientes (colineales).

Propiedad P2. Si los vectores d y b en R? no son linealmente
dependientes (no colineales), entonces d x b es un vector defi-
nido de la siguiente forma:

l. Su direccién es perpendicular al plano que generan a y b.

Il. Su sentido depende de las posiciones relativas de los vectores
unitarios coordenados i, j y k. Si éstos se colocan como se
ve en la figura 1 se dice que forman un sistema coordenado
orientado en sentido anti-horario, por lo que la direccion queda
determinada por la regla de la mano derecha (figura 1). Esta
regla se describe en la seccion 3.1.1.
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eFigura 1. Sistema coordenado orientado en sentido anti-horario

P

Fuente: Apostol (1984)

3xb

Y si el sistema coordenado es orientado en sentido horario la
direccion de g x b es opuesta a la que se muestra en la figura 1,
y queda determinada por la regla de la mano izquierda (figura 2).

*Figura 2. Sistema coordenado orientado en sentido horario

PNLS

—y
axb
Fuente: Apostol (1984)

o

lIl.Su médulo es igual a || a@ x b || =llall | & || sen (¢), donde ¢
es el menor angulo entre @ y b (figura 3), conocido como
Identidad de Lagrange.

*Figura 3. La longitud de @ x b es igual al érea del paralelogramo
determinado por dyb

I B0 sen (8)

—

Qa
Fuente: Apostol (1984)
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3.1.1. Mnemotecnias

Para calcular el PCx se utilizan diversas reglas mnemotécnicas.
A continuacién se describen dos de ellas.

(I Regla de la mano derecha: Permite determinar la direccion y
sentido del PCx, considerando la mano derecha con tres dedos,
o bien, la mano derecha con toda la palma de la mano.

La primera version de la regla de la mano derecha se realiza
con tres dedos, como se muestra en la figura 4a, siguiendo tres
pasos y ese orden:

¢ Coloca el dedo indice de la mano derecha en la direccion del
primer vector del PCx.

¢ Coloca el dedo medio de la mano derecha en la direccion del
segundo vector del PCx.

0 La posicion resultante del dedo pulgar senala la direccion y
el sentido del PCx.

La segunda version de la regla de la mano derecha se realiza
con toda la palma de la mano, como se muestra en la figura 4b,
siguiendo tres pasos y ese orden.

0 Pon tu mano derecha apuntando con los dedos en la misma
direccion que el primer vector del PCx.

¢ Cierra tu mano derecha moviendo tus dedos hacia el segundo
vector del PCx. Se debe cerrar la mano por el lado en el que
el angulo (o distancia) entre los vectores es menor.

0 La posicion resultante del dedo pulgar determina el sentido y
la direccion del PCx.

*Figura 4. Regla de la mano derecha para determinar en cudl de las
dos direcciones posibles apunta @ x b

axb axnm
axbo

ol

ol

4 4b
Fuente: Marsden y Tromba (1991)

(I Diagrama ciclico: Permite determinar los productos vecto-
riales de los vectores a través de los vectores bases i = (1,0,0),
j=1(0,1,0) y £(0,0,1), de acuerdo con la tabla 1.
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eTabla 1. Diagramas ciclicos para el producto cruz de los vectores
unitarios i, [ y k de R®

7@

ixj = jxi=-k

jrke=i kxj = —i
kxi= ixk =—j

Fuente: Elaboracién propia

De la tabla 1 se tiene que: ixj=k=-(x7),jx k=1i=-(kx))
ykxi=j=-(ixhk).

4, La teoria de los Modos de
Pensamiento de Sierpinska

Los Modos de Pensamiento es una teoria de la Didactica de la
Matematica creada por Anna Sierpinska (2000), cuya finalidad
es interpretar los fenomenos que se relacionan con la forma de
alcanzar un nivel superior de abstraccion en conceptos que se
relacionan con el algebra lineal. Segun esta teoria, la comprension
de objetos matematicos requiere de un pensamiento practico,
como también de un pensamiento tedrico, pero articulados. Para
hacer explicito el pensar tedrico del algebra lineal, Sierpinska
propone tres modos de pensar el dlgebra lineal (Sierpinska, 2000),
que son el resultado de la superacion de dos posiciones dogmaticas
opuestas del algebra lineal, una que rechaza los nimeros dentro
de la geometria y la otra que rechaza que la intuicion geomé-
trica pueda ser llevada a un dominio puramente aritmético. En
general, Sierpinska, con la finalidad de hacer explicito el pensar
teorico del algebra lineal, propone tres modos de pensamiento
para este fragmento de la matematica, que constituyen formas de
interpretar y entender los objetos matematicos, y cada uno de los
modos constituye una via de acceso a los diferentes significados
del objeto, con la finalidad de tener acceso a diferentes facetas
del mismo objeto matematico.

Sierpinska (2000) identifica el modo Sintético-Geométrico (SG)
con el pensar practico del Algebra Lineal, y los modos Analitico-
Aritmético (AA) y Analitico-Estructural (AE) con el pensar teérico
de este fragmento de la matematica.

En modo SG: Los objetos matematicos se presentan me-
diante una representacion geométrica, como una figura, un
conjunto de puntos, entre otros. Por ejemplo, en el modo SG
la circunferencia en el plano R? es presentada a través de la
figura 5.
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*Figura 5. SG-Circunferencia en el plano

AR

@

/N

E=INP

v

Fuente: Elaboracién propia

En modo AA: Los objetos matematicos son presentados a través
de relaciones numéricas o simbolicas. Por ejemplo, en este modo
AA la circunferencia en R? es presentada a través de la siguiente
expresion, que se conoce como ecuacion de la circunferencia de
centro (b, k) y radio R: (x - h)* + (y - k)* = R~

En modo AE: Los objetos son presentados a través de las pro-
piedades de los objetos o a través de axiomas que los caracterizan.
Por ejemplo, la circunferencia en R* de centro O y radio R se
representa como el lugar geométrico LG = {PE R*: d (P,0) = R}.

4.1. Los Modos de Pensar el concepto de PCx

Al concepto de PCx, con base en lo que se viene relatando en los
apartados anteriores, se le pueden asignar diferentes significados,
sin embargo, segun los elementos de la teoria de Sierpinska, hay
tres formas de ver y entender el PCx, es decir, tres modos de
pensar el PCx, como se muestra en la tabla 2.

eTabla 2. Modos de pensar el PCx

Modo de pensar $G-PCx Modo de pensar AA-PCx Modo de pensar AE-PCx
Sean Sean a y b dos vectores en R®
a=(ay,a,,a3) y b = (by, by, b3)

axb dos vectores en R3. lla x b|| = llallllbllsen(D),

donde @ es el (menor) angulo
a X b= (ayb; —azb,,azb; —a,b;, | entreayb.

Z a,b, — ab,)
(Identidad de Lagrange).

Fuente: Elaboracién propia

Hemos considerado a la Identidad de Lagrange como el modo
de pensar AE-PCx porque es una identidad que caracteriza al
PCx en cuanto a su fundamentacién como teoria, y es propia
de este producto. La finalidad de presentar estos tres modos de
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pensar radica en la busqueda de los elementos matematicos que
nos permiten el ir y venir (transitar) entre un modo de pensar
y otro, y que en el contexto de esta investigacion llamaremos
articuladores.

4.2. Importancia de abordar el PCx desde los Modos de Pensamiento

Abordar el concepto de PCx en sus tres modos de pensarlo —-SG-
PCx, AA-PCx y AE-PCx- reporta la presencia o ausencia de un
pensamiento sistémico en los aprendices de geometria vectorial
al resolver situaciones en contextos tridimensionales y fuera de
ellos. Uno de los rasgos del pensamiento sistémico es que se
enfoca en el establecimiento y estudio de las relaciones entre
los conceptos y su caracterizacion dentro de un sistema (Modos
de Pensar el PCx) que también contiene otros conceptos (Sier-
pinska, Nnadozie y Oktag, 2002).

Se considera que la articulacion de estos tres modos de pensar
del PCx es primordial para la comprension y el aprendizaje de
los conceptos basicos de la geometria vectorial. La desarticula-
cion entre esos modos puede ser la causa de obstaculos en la
ensefianza y aprendizaje del algebra con geometria ya que solo
la articulacion de los tres modos de pensarla ayudaria a remon-
tarlos de su mecanizacion, y en consecuencia el dominio de la
habilidad para articularlos se torna fundamental en el aprendizaje
de la geometria vectorial y su uso.

4.3. Objetivo de investigacion desde el marco tedrico

La presente investigacion desde los elementos del marco teérico
de los Modos de Pensamiento se sitia en la comprension (in-
teraccion entre los Modos de Pensar) del concepto PCx con la
intencion de analizar y mostrar evidencias con sustento teori-
co de como profesores en formacion inicial que han cursado la
asignatura de Geometria Vectorial, o su equivalente, se posicio-
nan y articulan los Modos de Pensar el PCx.

5. Método

Desde el paradigma cualitativo se ha escogido el estudio de caso
(Stake, 2010) como método para alcanzar el objetivo propuesto
ya que permite una indagacion en profundidad de una realidad
especifica y en un contexto global.

Los criterios seguidos para la conformacion de los dos casos
de estudio fueron: (a) Ser estudiante de Pedagogia en Matema-
ticas; (b) Haber sido estudiante del curso Geometria Vectorial
y (o) Accesibilidad de los investigadores. Los casos quedaron
constituidos tal como se presentan en la tabla 3.
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eTabla. 3 Casos de estudio

Participantes Caracteristicas Identificacion

5 estudiantes de Pedagogia

Caso en Matemdticas de la Uni- | Universitario Ha aprobado la a&gnatuqu de | E1, E2, E3,
| versidad 1 Fundamentos de Matemdticas E4, E5
Caso 4 eRie eS¢ eslagenie Ha aprobado la asignatura de | E6, E7, ES,

" en Ma'feméﬁcos de la Uni- | Universitario Geometria Vedorial E9
versidad 2

Fuente: Elaboracién propia

5.1. Recogida de datos

En esta indagacion se utilizé6 como instrumento de recogida de
datos un cuestionario escrito constituido por una secuenciacion
de actividades, como se muestra en la tabla 4. Las actividades
fueron resueltas en forma individual por cada estudiante, con
lapiz y papel, en 120 minutos, aproximadamente.

eTabla 4. Actividades del cuestionario

Actividades Preguntas asociadas

Actividad A A.1 Muestra un vector b en R tal que d x b = 0.

~, 2Hay mas de un vector b que cumpla la condicion? Justifica.
Dados los vectores d = (1,0,0) Y 9 P

y0 = (0,0,0). A.2 Interpreta geométricamente la (las) solucién(es) encontrada(s) en A.1.

B.1 ¢El drea del paralelogramo formado entre los vectores d y b es
mayor o menor al érea del paralelogramo formado entre los vectores
dy ¢? Justifica tu respuesta.

Actividad B B.2 Al ser las dreas de los paralelogramos formados por d@y by por

R ady ¢ diferentes, éla longitud del vector @ x b es igual, mayor
Sea d = 2i = (2,0,0) vector en i . 2 I . . /
o menor a la longitud del vector g x ¢ ¢ Justifica tu respuesta.

R3,
contenido en el plano z = 0. B.3 Sea el vector d = -2.6i + 1.5j = (-2.6,1.5,0) sobre el plano
z =0, donde ” d || =3. Y el dngulo 0 = 150"
El vector b = 2.6i + 1.5] = Relaciona la Iongitud%del vector d x d con las longitudes de los
(2.6,1.5,0), donde ” b ” —3Y vectores d x by d x ¢ (mayor, menor o igual).

Y relaciona el drea del paralelogramo formado por los vectores d y d con
los formados por los vectores d y b y los vectores d y ¢
(mayor, menor o igual). Justifica.

el dngulo entre d y b
es 0 =30

El vector ¢ = 3j = (0,3,0), don- | B.4 Defermina un vector é con || é” = 3 tal que el drea del paralelogramo
de || ¢ || = 3. Y el dngulo entre d formado por los vectores d y é sea igual a cero.
yces =90 2Hay mds de un vector € que cumpla la condicién?

2Cudl es la longitud del vector @ x e 2
2Cudles son las componentes del vector d x € 2 Justifica tu respuesta.

Fuente: Elaboracién propia
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5.2. Andlisis de las actividades

En el caso de la presente investigacion se considera como frag-
mento matematico de estudio el PCx y se opta por un analisis
matematico del PCx que permite sustentar los tres modos de
pensar PCx (tabla 2) que, a través de actividades que se pro-
ponen (tabla 4), se consideran indicadores (tabla 5) para posi-
cionar el dato que se lee de los argumentos observables de las
respuestas dadas por los informantes, lo que permite detectar
movilidad entre los modos de pensar el PCx, lo cual se traduce
en identificar articuladores entre los modos del PCx para poder
establecer elementos explicitos que permiten la interaccion entre
los modos. En particular, en la estrategia de analisis:

0 Se usan como unidades de analisis las respuestas de los
estudiantes, enfocadas en representaciones y argumentos
empleados.

0 Se interpretan las respuestas de los estudiantes de acuerdo
con el modelo teérico (tabla 5).

Los puntos anteriores indican que la estrategia de analisis obedece
a un analisis de contenido de los documentos observables de los
informantes, en concordancia con los indicadores de la tabla 5.

Actividad A.
En general, la primera actividad busca mostrar las maneras
de proceder matematicamente de los estudiantes, las que pa-

ralelamente se van situando en los modos de pensar el PCx
de la tabla 2.

En lo especifico:

A.1 Promueve un trabajo en la propiedad P1, o bien, que transite
desde AA-PCx a P1. El objetivo de A.1 es mostrar que aquellos
estudiantes que presentan dificultades para articular el modo AA-
PCx con el modo AE-PCx es debido a que no entienden el objeto
matematico de PCx en mas de un modo de pensamiento.

Cuando un estudiante responde a la actividad A.1 lo mas
esperado es que €l se haya situado en un modo AA-PCx para
luego realizar el transito hacia el modo AE-PCx. Consideramos
que los estudiantes privilegian el modo AA-PCx por sobre otros
modos de pensamiento del PCx.

A.2 Propicia el modo de pensar SG-PCx sobre la solucion de-
terminada en A.1, lo que interpretamos como un transito desde
el modo AE-PCx al modo SG-PCx a través de P1.
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Actividad B.

En concordancia con la actividad A, la actividad B busca eviden-
cias de elementos que el estudiante usa para transitar desde un
modo SG-PCx hacia el AE-PCx, o bien, que se situe directamente
en AE-PCx para dar solucion a esta actividad B.

En la actividad B las preguntas B.1, B.2, B.3 y B.4 estan
planteadas situandose en un enfoque SG-PCx ya que las cuatro
interrogantes promueven el area del paralelogramo formado por
los vectores correspondientes en cada caso; son calculos de areas
que los estudiantes pueden visualizar si logran pensar en el objeto
PCx en su forma geométrica. Las preguntas B.1, B.2 y B.3 tienen
dos objetivos: el primero de ellos es observar si los estudiantes
responden situandose ya sea en el modo AA-PCx o en el modo
SG-PCx o se sitian directamente en el del modo AE-PCx, lo cual
les permitiria reducir los calculos aritméticos. Y el segundo ob-
jetivo, que tributa a nuestro objetivo general de investigacion, es
aportar informacién para que el estudiante pueda realizar de mejor
forma el transito entre el modo SG-PCx y el modo AE-PCx que
se pregunta en B.4. El objetivo individual de B.4 es mostrar que
aquellos estudiantes que tuvieron dificultades para transitar desde
el modo AA-PCx al modo AE-PCx en la actividad A pueden —en
esta segunda oportunidad— abordar las dificultades para lograr
transitar del modo SG-PCx hacia el modo AE-PCx.

En lo especifico:

B.1 Promueve que el estudiante se sitiie directamente en el modo
AE-PCx utilizando las formulas de ||z x 7 || o de ||z || || 7 || serz ©
indistintamente, para el calculo del area del paralelogramo. O
bien, que el estudiante se sitie en el modo SG-PCx dibujando
los paralelogramos en el sistema de ejes coordenados, determi-
nando asi cual de ellos tiene mayor area.

B.2 Propicia que el estudiante se sitie directamente en el modo
AE-PCx, calculando el “area” del paralelogramo formado por
los vectores d y b, que es igual a la “longitud” del producto
d x b. Analogamente para los vectores d y ¢ estos calculos le
permitiran establecer la relacion de desigualdad referente a las
longitudes, sin realizar calculos aritméticos. O bien, promueve
que el estudiante se sitie en el modo AA-PCx, calculando las
longitudes de los productos vectoriales, utilizando para ello la
mnemotecnia del seudodeterminante para calcular el vector PCx
y, posteriormente, la norma de éste para luego determinar las
relaciones entre longitud y area respectivas.

B.3 Promueve que el estudiante logre determinar las relaciones de
desigualdad solicitadas en la pregunta, situindose en el modo AE-
PCx. Si la longitud del vector d@ x d es: ||d x d || =1[(0,0,3)| = V9 = 3
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se tiene entonces que la longitud de d x d es igual a la longitud de
dx by, por tanto, menor a la longitud de g x ¢, lo que en conjunto
con las respuestas de B.1 y B.2 permite determinar las relaciones de
desigualdad entre las areas de los paralelogramos y las longitudes
de los PCx, dando cuenta asi del comportamiento del producto
vectorial a medida que crece el angulo, el cual es similar al de
la funcion seno. O bien, propicia que el estudiante se sitie en el
modo AA-PCx, lo que le permite determinar que el producto entre
dx b es igual al de d@ x d, esto le permite establecer las relaciones
de desigualdad en las areas y las longitudes, apoyandose de las
respuestas dadas en B.1y B.2.

B.4 Propicia el trabajo del SG-PCx hacia AE-PCx a través de P1.
Ahora, para analizar las respuestas de los estudiantes a las acti-
vidades, se proponen en la tabla 5 indicadores que situaran los
argumentos observables de las respuestas de los estudiantes a las
actividades A y B en modos de pensar el PCx, segun la tabla 2

eTabla 5. Indicadores para cada modo de pensar el PCx

Indicadores a priori

Se dibujan cada uno de los vectores y, con base en ello:

- Dibuja el vector correspondiente al PCx.

- Dibuja el éngulo recto que forma el PCx con el plano que generan sus vectores.
- Dibuja el paralelogramo formado por los vectores.

AA-PCx

AA-PCx -
AE-PCx

Determina los componentes algebraicamente, y el PCx es el resultado de realizar el producto de dos
vectores, ambos de tres coordenadas.

Determina el conjunto de vectores “6" linealmente dependientes al vector d, con base en dxb = 0.

AE-PCx

Con base en la férmula || Uxv || = || 12”” U ||sen9, en este modo de pensamiento, situarse en él

significa que el estudiante:

-Reconoce la relacién implicita que la férmula establece entre la longitud del producto 2 x U, la cual es
igual al drea del paralelogramo entre los vectores ¢ y U, lo que le permite establecer relaciones como,
por ejemplo: si dos paralelogramos tienen igual érea entonces las longitudes de los vectores productos
vectoriales respectivos también lo son.

-Utiliza las férmulas de ”ux v || ode ||u||||v “seng indistintamente, para el caculo de drea del paralelo-
gramo o de la longitud del producto vectoria

Fuente: Elaboracién proia

6. Resultados

Desde la perspectiva de los modos de pensar el PCx, se presen-
tan las respuestas de los estudiantes por caso de estudio a las
dos actividades. Comenzamos con una panoramica que muestra
los resultados generales, por caso de estudio, y en la tabla 6 se
sintetizan las respuestas representativas, por caso de estudio, a
cada una de las actividades.

En la tabla 6 también se agrupa el colectivo de estudiantes
participantes y se explicitan argumentos representativos de ese
colectivo, donde el foco de atencion esta puesto en aquellos
estudiantes que transitan de un modo de pensar el PCx a otro.
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eTabla 6. Respuestas del colectivo de estudiantes que muestran, en sus argumentos,
articulacién entre los modos de pensar el PCx

. Respuestas Actividad 1 Respuestas Actividad 2

1.1 21
« Respuesta incorrecta. + Respuesta incorrecta.
- Transita desde el modo |« Se sitGa en el modo de pensar AE-PCx utilizando la parte derecha de la férmula
AA-PCx al modo AE-PCx a |u X v“ = ” u |||| v” seng, o seq, || u |||| v” seng para el célculo del drea de los pa-
través de P1, determinando | ralelogramos.
las componentes del PCx, 292
o bien, utilizando la mne- R )
motecnia del seudodeter- es"?“,esm incorrecia. o i
. - . | * Se sitGa en AE-PCx utilizando la relacién implicita que establece la férmula
minante y, a partir de alli, e o lonaitud del d I iaual
determina el conjunto solu- |u X 1; ||I = || Li |l || v || seng , estlo es: la onglfu A el pro uci‘o udx v qulfa es gtljo | a
cién de todos los vectores | ¢rea del paralelogramo entre los vectores i y ¥, no necesitando realizar cdlculos
— | linealmente dependientes arifmeficos.
g al vector a.
O
1.2 23
« Respuesta incorrecta. * Respuesta incorrecta.
- Transita desde el modo | * Sesitia en el modo AE-PCx ya que utiliza la parte derecha de la formula ||uxv|| = ||u||||v
SG-PCx al modo AE-PCx |sen9 para calcular tanto la longitud del producto é@ x d, asi como el drea del paralelogramo
a través de la norma de | que se forma entre estos vectores, estableciendo luego las relaciones de desigualdad de
un vector de R3 ya que a dreas y longitudes solicitadas en la pregunta.
partir del dibujo realizado | 2.4
determina el conjunto de | « Respuesta incorrecta.
vectores Imeolrr;ente df' + Se sita en el modo AE-PCx y a través de la norma de un vector de R? determinando
pendientes con el vector 4. el conjunto solucién de vectores b = (x,0,0) con x € R, pero no logra determinar sélo
los vectores solucién €, = (-3,0,0) y €, =(3,0,0) dada su longitud de tres unidades.
1.1 2.1
* Respuesta incorrecta. * Respuesta incorrecta.
* Transita desde el modo | * Se sitba en el modo AE-PCx afirmando que el drea del paralelogramo se puede calcular
AA-PCx al modo AE-PCx | de dos formas: con ||Zl X b” o con ||Zl|||| b ||sen9, de las cuales escoge
a través de la norma de ||d||||b||sen9 para calcular el drea respectiva, determinando que drea (4,b) < érea(d,c).
un vector de R?, para lo 2.2
cual determina las compo- | . Respuesta incorrecta.
nentes del PCX utilizando la | . S sitga en el modo AE-PCx utilizando la relacién implicita que establece la férmula
mnemoTecnIO del seudode- | || 4 xb“ = ||Zz||||b||sen (0), por lo que concluye que si drea (d,b) < drea
terminante 'y luego def.e,r- (a@,c) entonces la longitud de g x b es menor que la longitud de @ x .
mina el conjunto solucién | Observacion: El situarse directamente en este modo AE-PCx le permite responder sin
de vectores linealmente de- | reqlizar célculo aritmético alguno.
= | pendientes al vector a.
§ 1.2 23
. Respuesta incorrecta. . Respuesta incorrecta. .
. Transita desde el modo | . Se sitda en AE-PCx calculando el érea del paralelogramo con la férmula || | ||b || =
SG-PCx al modo AE-PCx | sen(g). A partir de alli determina las relaciones de desigualdad de éreas y longitudes
a través de la norma de un | solicitadas.
vector de RR? ya que a par- | 9 4
hr'del .dIbU|O realizado da | | Respuesta incorrecta.
ewo!encm de”entender el |, Coordinacion entre los modos AA-PCx y AE-PCx. Primero se sitGa en AE-PCx utili-
conjunto solucién de.vedores zando la férmula ||d xb” =|la ||||b || sen(g) donde para que el drea sea cero se tiene
||nec:|mgen’re dependientes al || 5 ||||b || sen(g) = 0, por lo que para que se cumpla esta igualdad el argumento de
vector d. la funcién seno debe tomar los valores de 0° y 180°, esto le permite al estudiante
determinar que los vectores linealmente dependientes al vector @ son: é = A d o é
= -\ d, situdndose asi en el modo AE-PCx a través de la norma de un vector de R3.
Fuente: Elaboracién propia
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6.1. Resultados por actividad

Para mostrar en profundidad las respuestas dadas a cada una de
las actividades se ha seleccionado un representante de cada caso.
E4 como representante del Caso I y E7 del Caso II, por el tipo de
argumentos que han utilizado para dar respuesta a esas actividades.

6.1.1. Actividad A

a) Estudiante del Caso I

En la respuesta A.1 el estudiante E4 se sitia desde un modo de pensar
AA-PCx, determinando los componentes de éste, para lo cual utiliza la
mnemotecnia del seudo determinante, luego en la respuesta vemos que
el vector PCx se iguala con el vector nulo, determinando asi el vector
solucién b = (b,,0,0). Con base en la figura 6 podemos evidenciar que
E4 logra transitar del modo AA-PCx hacia P1.

eFigura 6. Reproduccién de la respuesta de E4 a la actividad A.1

Scana‘-(q.a!,g)yi-(q,bl,b,)lnfmc
A0 A
r 4 a
fre ;2;"22|'J|¢2 A4 &
1

o

= s(ab - ap ) - jlab - b)) + k(ab - ab)
Tenernos que 3= (4, 3, 4) = (1,0,0) => g=1,4-0,4-0
= Fxbus(0-4-0-8)-01-4-0-4)+k(1-4-0-4)
«s(0) b v kb (0.~ 4, 8)
Entonces, Gx 6= 0 <> 4 = 6, = 0, ol valor de la coordenada en
&, ro importa que valor fome ya que siempre se arulara con el

producto, finalmente tenemes:
b (4.0,0) (Tiene mfinitas soluciones ).

11020222222121022101

Fuente: Reproduccién del registro real de la Figura A1 (ver Apéndice’)

En la actividad A.2 vemos que, efectivamente, el estudiante E4
comprende que cualquier vector del conjunto solucion es lineal-
mente dependiente con el vector d. Por otro lado, entender que
son colineales no necesariamente indica entender que son lineal-
mente dependientes, logrando a través de este argumento transitar
desde un modo SG-PCx hacia P1, como lo muestra la figura 7.

*Figura 7. Reproduccién de la Respuesta de E4 a la actividad A.2

Entonces tenemos que cualquier vector
en el eje x & con direccion 4 se anulara
con el producto.

111]

Fuente: Reproduccién del registro real de la Figura A2 (ver Apéndice)

'Para consultar los apéndices, haga clic en el enlace de los apéndices que se encuentran ubicados al final del documento.
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b) Estudiante del Caso 11

Para responder A.1 el estudiante E7 realiza un transito entre el
modo AA-PCx del producto vectorial al modo AE-PCx a través de
la linealidad, este transito lo realiza utilizando como articulador
el seudodeterminante con el cual determina las componentes
del producto vectorial, para luego encontrar el conjunto solu-
cion de vectores linealmente dependientes al vector ¢, como se
muestra en la figura 8.

eFigura 8. Reproduccién de la respuesta de E7 a la actividad A.1

Podmmi’uv_?rb.- (0,0, 0) = 0. En general
hay varios & posibles:

Si &= (% y, 2) queremos

x =L

J
0 0|=(0,00)
y z

Luego 4 (0) - j(2) + £(y) = (0, 0, 0) es decir
[z=0] y [y=0) . por bo tanto &= (x 0, 0) = x(1,0,0)
En conclusion

fHER :(1,0,0)x £=(0,0,0)3 =§)10,0): MR}

Fuente: Reproduccién del registro real de la Figura A3 (ver Apéndice)

En la actividad A.2, E7 muestra en la figura 9 entender el con-
junto solucion de vectores linealmente dependientes al vector
d desde un modo de pensar SG-PCx transitando a P1.

*Figura 9. Reproduccién de la respuesta de E7 a la actividad A.2

Es una recta, es la recta L generada por a.

(1,0,0) Yy

x

Fuente: Reproduccién del registro real de la Figura A4 (ver Apéndice)
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6.1.2. Actividad B
a) Estudiante del Caso I

En la actividad B.1 el estudiante E4 responde situandose direc-
tamente sobre el modo AE-PCx ya que usa la formula || u x v|| =
|| 2 ||| v || serno , donde observamos (figura 10) que utiliza la parte
derecha de ella || u ||| v|| seno, determinando con ella el area de
los paralelogramos respectivos.

*Figura 10. Reproduccién de la respuesta de E4 a la actividad B.1

Otra formula para hallar la longitud del paralelogramo es:

HGx B0 =131-050send.

Entonces, .
Na@x&l=01a0e0Blsend=2<35en(30)=2+3-1=3

2
laxZl=0al-NZllsen®=2-3-50(0)=2-3-1=06

Asi, se tiene que el paralelogramo de la figura formada por Z'y Z'es
de mayor area que el formado por 7'y b

1122122221211

Fuente: Reproduccién del registro real de la Figura A5 (ver Apéndice)

En la actividad B.2, E4 responde situandose nuevamente sobre
el modo AE-PCx del producto vectorial ya que utiliza la relacion
implicita que se deduce de la formula || 2 x v||=|| u|||| || seno; esta
relacion es que la longitud del producto vectorial entre %y U es
igual al area del paralelogramo que se forma entre los vectores
y U, como se muestra en la figura 11.

*Figura 11. Reproduccién de la respuesta de E4 a la actividad B.2

- Como el érea del paralelogramo coincide con la longitud de |

los vectores se tiene que el vector con mayor longitud es @'x Z'.

Fuente: Reproduccién del registro real de la Figura Aé (ver Apéndice)

En la actividad B.3 E4 vuelve a situarse en AE-PCx, determi-
nando con la formula || u x v || = || u || || v || seno (parte derecha
de ella | u| || v | sen o) tanto la longitud de @ x d como el area
del paralelogramo entre d y d , lo que le permite determinar
que esta area es igual al drea del paralelogramo formado entre
dvydy, como se muestra en la figura 12.
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*Figura 12. Reproduccién de la respuesta de E4 a la actividad B.3
Naxdl=0a0-Udlsend=2-3-1=3.
2

La longitud del vector @'x des igual a la longitud del

menor con respecto a la longitud del vector @'x Z'. Lo mismo ocurre
con el area de los paralelogramos formados por los vectores

2, 5 Wy d.

Fuente: Reproduccién del registro real de la Figura A7 (ver Apéndice)

En la actividad B.4, E4 responde que la solucién es el vector b =
(%,0,0) con x € R y luego da una caracteristica importante de los
vectores 4 y b, esto es, que son paralelos, y ademas que el angulo
que forman puede ser de 0° o de 180°, para lo cual utiliza la
funcion seno, ambas son caracteristicas de vectores linealmente
dependientes al vector d. Lo anterior permite afirmar que el
estudiante E4 logra situarse en el modo AE a través de P1 pero
no determina los dos vectores solucion é = (-3,0,0) y é = (3,0,0)
dado que la longitud de estos vectores debe ser de 3 unidades,
como se muestra en la figura 13.

*Figura 13. Reproduccién de la respuesta de E4 a la actividad B.4

Cualquier vector & del plano z = O tal que
su sequnda coordenada sea nula, es decir,

5= (x%0,0) donde x es cualquier numero real.
Entonces se fendra que @'y & son paralelos y el angulo que forman
es sen (180°) = 0 6 lo que es lo mismo sen(0) = 0.
Asi, la longitud del vector Il &'x &1l = 0

(Disculpe en foda esta pregunta el vector 4 = 3 hice un
cambio de rotacién innecesario ).

Fuente: Reproduccién del registro real de la Figura A8 (ver Apéndice)

b) Estudiante del Caso II

En B.1 el estudiante E7 responde situandose directamente
en el modo AE-PCx ya que determina que para calcular el
area del paralelogramo entre los vectores d y b se puede
utilizar || d x b | o la formula ||axb| = al | b | sen @),y
escogiendo || d || || & || sen (0) E7 responde correctamente a
la pregunta que relaciona las areas de los paralelogramos,
como se muestra en la figura 14.

Innovacion Educativa, vol. 23, niimero 91
Instituto Politécnico Nacional



[ PP. 87-113 ] COMPRENSION DEL PRODUCTO CRUZ: UN ESTUDIO DE CASO EN LA FORMACION DE PROFESORES M. P. GONZALEZ, R. GUERRAY F.J. LEZAMA

eFigura 14. Reproduccién de la respuesta de E7 a la actividad B.1

El érea del paralelogramo generado por @ y b
es | #x £l (esto es un teorema de geometria vectorial )

y también se tiene Il Z'x Fl = 1l ZI 1 51l sen () (otro teorema)
0= ﬂngulaenfreﬁ'y;
luego érea (33) = Nax Il = a0 I 21l sen (B)

érea del paralelogramo
gomrcdopwa‘yf

El drea (& ) = N N1 Bl sen () = I 7N - 3 sen (30°)
El drea (Z2) = 1 ZU 1 21l sen (B) = Il 71 - 3 sen (90°)
7

Como sen (30°) < sen (307) (cen (307) % son (90°) = 1)

Concluimos que ﬂa
Area (2 2) < Area (2 &)

Fuente: Reproduccién del registro real de la Figura A9 (ver Apéndice)

1121220022201220200121

El estudiante E7 en la respuesta B.2 también se sitia desde el modo
AE-PCx, entendiendo la relacion implicita de la formula laxol|=qall
b | sen (0), a cual establece que la longitud del producto vectorial entre
ay b es igual al 4rea del paralelogramo formado entre los vectores d
y b, 1o que le permite responder sin realizar calculo alguno que si las
areas de los paralelogramos estan en la relacion a area @, b) < area (d,

©), entonces la longitud del producto vectorial g x b es menor que la
longitud de @ x c, | ax b|| <||d@x c||, como se muestra en la figura 15.

*Figura 15. Reproduccién de la respuesta de E7 a la actividad

Por lo dicho anteriormente tenemos area (7, Z) =l ax Zl
area (3,2) =l ax ZI
con area (3, B) < area (@, 2) tenemos | Zx &1l < Il &x ZI

B.2.Fuente: Reproduccién del registro real de la Figura A10 (ver Apéndice)

En la respuesta a B.3 el estudiante E7 se sitia nuevamente en el
modo AE-PCx, calculando primeramente el area del paralelogramo
entre d y d para luego determinar las relaciones de desigualdad
solicitadas en la pregunta, como se muestra en la figura 16.

*Figura 16. Reproduccién de la respuesta de E7 a la actividad

::: Il @x dll =1 ZNI 21 sen(D) = . 3.sen (150) = Il Zx &l
sen (30)
f Iuegolla’x2||=||3'x bl <llaxz2l

B.3.Fuente: Reproduccién del registro real de la Figura A11 (ver Apéndice)
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La respuesta de E7 a la actividad B.4 da cuenta de que el estu-
diante E7 coordina el modo AE-PCx y P1. Primero se sitia en
AE-PCx utilizando la férmula || @ x 5J| =||a|l|| | sen (©)donde,
para que el area sea cero, o sea || d || || b || sen (8) = 0, el argumento
de la funcion seno puede tomar los valores de 0° y 180°, esto le
permite determinar que los vectores linealmente dependientes
al vector d son é = Md o é = -A\d, situandose asi en P1. Luego,
dado que su longitud debe ser 3, se tiene que é = (-3,0,0) o que
é = (3,0,0), como se muestra en la figura 17.

*Figura 17. Reproduccién de la respuesta de E7 a la actividad

Queremos
O-Area(a'i)poroam(&"ﬂ-lb’xZI-Jg?g%’jm(ﬂ)

luego debemos tener sen (@) = 0 es decir @ = 0 6 @ = 180°

por o tonto &= A7 6 &= -Addonde AER A >0

como Il @Il = 3 debemos tener ll AGll = 3 (Il -7l = I AZll)
A1 0 =3 (pues A > 0)
Ae2=3
A=3

En conclusion

FER: N 7N - 3aarea (3,9 -0} -{ 37, 37]

=§(3,0,0)(-3,0,0%3
Hay dos posbilidades: &= (3, 0, 0)
6e=(-300) |

1221222222012201011

B.

N

.Fuente: Reproduccién del registro real de la Figura A12 (ver Apéndice)

7. Conclusiones

Los estudiantes de los casos I y II, en sus respuestas, tanto de
la actividad A como de la actividad B, se sitdan en la mayoria
de las veces directamente en el modo AE-PCx, evidenciando
que al responder desde este modo no se hacen necesarios los
calculos aritméticos sino que basta el argumento que proviene
del entendimiento de este modo estructural del PCx.

La importancia de disenar la actividad A focalizandola en
un modo AA-PCx hacia el modo AE-PCx para luego plantear
la actividad B desde un SG-PCx hacia el AE-PCx permitio,
desde la perspectiva teodrica del investigador, suponer que los
estudiantes de los casos Iy II lograrian la comprension del
PCx si podian responder adecuadamente que cuando d x b =
0 no necesariamente @ o b es un vector nulo. Sin embargo, la
actividad A present6 una dificultad para los estudiantes que
se relaciona con interpretar el conjunto solucion de vectores
linealmente dependientes obtenidos de resolver la ecuacion
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(1,0,0) x (b,,b,,b,) = (0,0,0), conjunto solucién que puede ser
determinado situandose en mas de un modo de pensar el PCx
y sin la realizacion de calculos aritméticos.

En relacion con la articulacion entre los modos AE-PCx y el
AA-PCx fue posible evidenciar que el estudiante E7 utiliza la
formula ||d x é||=||d|||| €] seno correspondiente al modo AE-PCx,
igualandola a cero, lo que le permite determinar que para que ||
dl||| €|l seno sea igual a cero, necesariamente send =0, por lo que
el angulo 0 debe ser igual a 0° 0 180°, es decir, é=M 0 € =-Mi, A
€ R, determinando asi los vectores linealmente dependientes al
vector d, correspondiente al modo AA-PCx. Lo anterior muestra
que la linealidad de los vectores actiia como articulador entre
los modos AE-PCx y AA-PCx.

Sin embargo, la articulacién entre el modo SG-PCx y AE-
PCx significa que el estudiante se sitia en el modo SG-PCx y
desde alli determina las componentes ¢ del PCx por medio de la
solucion de la ecuacion d x b, donde b es el vector buscado, y
de esta forma transita al modo AE-PCx a través de la propiedad
P1, logrando identificar que el vector b Corresponde al conjunto
de vectores linealmente dependientes al vector d. Esto altimo
evidencia que la propiedad P1 es el elemento articulador entre
SG-PCx y AE-PCx.

En cuanto a los elementos matematicos que permiten la arti-
culacion entre los tres modos de pensamiento, podemos sefialar
en la figura 18 que la mnemotecnia del seudodeterminante es
el elemento articulador entre SG-PCx y AA-PCx; la propiedad
P1 el articulador entre SG-PCx y AE-PCx, y la linealidad de los
vectores el articulador entre AA-PCx y AE-PCx.

*Figura 18. Articuladores entre los modos de pensar el PCx

Articulador Articulador
Propiedad P1 Reglas mnemotécnicas

dybenR. Articulador

|2 % B|| = al||Bllsena), Linealidad de los d@ = (ay,az,a3), b = (by, by, by) en R,
vectores ax S

Fuente: Elaboracién propia
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Con base en el modelo que se presenta en la figura 18 pode-
mos establecer que cuando el estudiante expone en explicito
como argumento observable los articuladores entre los modos
de pensar PCx pone en evidencia todos los elementos que pro-
pician la comprension de este producto, y mas aiin que cuan-
do AA-PCx, AE-PCx y SG-PCx interactian podemos decir que
emerge la comprension del PCx. En relacion con esto ultimo,
la hipotesis de Barniol y Zavala (2014) es verdadera, a menos
que los estudiantes logren una articulacién o interaccion entre
varios significados del PCx. Deprez et al. (2019) sefnialan que
la familiaridad con la regla de la mano derecha en un contexto
especifico mejora el desempeiio de los estudiantes en el uso del
PCx, pero también induce a errores de contexto. Uso erréneo
de la regla de la mano derecha, problemas de interpretacion de
la conmutatividad del PCx y errores de signo fueron comunes
tanto en el contexto fisico como matematico. Lo dicho por estos
investigadores, efectivamente, se pone de manifiesto en los re-
sultados de la presente investigacion a través de la interaccion
de los tres modos de pensar el PCx mediante tres articuladores
puestos en explicito en la figura 18.

La forma de describir los modos de pensar y sus articuladores
de la figura 18 va en la direccion de lo que Sierpinska (2005) ha
propuesto como la contraposicion entre el pensar practico —en
nuestro caso, el SG-PCx~- y el pensar tedrico —en nuestro caso,
el AA-PCx y AE-PCx~- de la matematica, donde cada uno de ellos
tiene caracteristicas en cuanto a su objetivo, objeto e intereses,
como se aprecia en la tabla 7.

eTabla 7. Pensamiento tedrico versus Pensamiento prdctico

Pensamiento Teérico Pensamiento Practico

Comprende la experiencia y reflexiona
Obijetivo sobre los posibles resultados de una
accién, para no llevar a cabo una accién.

Toma decisiones relativas a la
accién inmediata.

Objetos Sistemas de conceptos. Objeto concreto (aislado).

Significado de los conceptos.

Importancia de las acciones.
Se refiere a hechos.
Se refiere a la validez de los
hechos observables.

Se refiere a conexiones conceptuales.

Se refiere a la coherencia conceptual y a
la coherencia interna de los sistemas de
representaciones simbdlicas (validez
epistemolégica).

Principales
preocupaciones

Fuente: Sierpinska (2005)
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Consideramos que el contenido del cuestionario planteado en
las tablas 4, 5 y 6 se puede replantear como una propuesta
didactica que tribute a desarrollar los articuladores de la figura
18, construyendo en los profesores en formacion de Matematica
una vision mas amplia del concepto PCx que les permitira en
el futuro aprender estructuras mas generales de la matematica
y con articulacién de diferentes significados.
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